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Динамическое программирование

Динамическое программирование
Динамическое программирование — способ решения задач, при котором строится набор подзадач, которые решаются последовательно с использованием результатов решения предыдущих задач и с записью результатов в таблицу. Опыт показывает, что проще всего понять, что такое динамическое программирование, не из определения, а на основе примеров его использования; к ним мы и переходим. 
Последовательности без двух единиц подряд


Дано число N. Требуется посчитать количество последовательностей длины N из нулей и единиц, не содержащих две единицы подряд.
Для решения задачи, найдем формулу для числа P(M) последовательностей длины M без двух единиц подряд. Легко посчитать, что P(1) = 2, P(2) = 3. Теперь, если последовательность длины M>2 без двух единиц подряд (легальная последовательность) заканчивается на 0, то после отбрасывания последней цифры она может оказаться любой легальной последовательностью; если же она заканчивается на 1, то она обязана кончаться на 01, а после отбрасывания двух последних цифр может оказаться любой легальной последовательностью. Отсюда мы получаем P(M) = P(M-1)+P(M-2).
Последовательностью Фибоначчи называют последовательность Fn, n ≥ 0, заданную соотношениями

F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn-1 + Fn-2 для n ≥ 2

Нетрудно установить, что в нашем случае P(M) = FM+2.

Задача о ранце

У нас есть ранец и набор из N вещей, каждую из которых мы можем либо взять, либо не взять с собой в полет в этом ранце. i-я вещь имеет вес wi и цену ci. Мы можем взять любой набор вещей суммарным весом не более W кг. Требуется найти набор вещей наибольшей суммарной стоимости, удовлетворяющий этому условию.

Если все числа wi, ci, W натуральные, то мы можем решить эту задачу при помощи динамического программирования следующим образом: Рассмотрим для пары чисел (K,S) такой, что 0 ≤ K ≤ N, 0 ≤ S ≤ W, задачу P(K, S): найти набор вещей максимальной суммарной стоимости при условии, что мы можем выбирать из первых K вещей, и суммарный вес выбранных вещей не должен превосходить S. Ясно, что наша исходная задача — это в точности P(N, W).

Пусть A(K, S) — оптимальная суммарная стоимость для задачи P(K, S). Задача P(0,S) тривиальна: мы не можем взять ни одной вещи, следовательно A(0, S) = 0. Решим теперь задачу P(K+1, S) при условии, что известны решения задач P(K,T) для всех T. Заметим, что все наборы из вещей 1, …, K+1 суммарным весом не более S можно разделить на две группы:
1. Наборы, в которые не входит вещь K+1. Такие наборы есть в точности наборы из вещей 1, …, K суммарным весом не более S. Наибольшая стоимость такого набора равна A(K, S).
2. Наборы, в которые входит вещь K+1. Любой такой набор получается добавлением этой вещи к набору из вещей 1,…, K суммарным весом не более S-wK+1. Наибольшая стоимость такого набора равна A(K,S-wK+1) + cK+1. (Заметим, что этот случай возможен только когда S ≥ wK+1.)
Следовательно, искомая величина A(K+1, S) есть максимум из наибольших стоимостей для двух случаев, т. е. A(K+1, S) = max(A(K,S), A(K,S-wK+1) + cK+1). Мы получаем следующий алгоритм:


Racksack(N, W, C, w)


для S от 0 до W



A[0][S] ← 0



для K от 1 до N



для S от 0 до W




A[K][S] ← A[K-1][S]





если S ≥ w[K], то





A[K][S] ← max(A[K][S], A[K-1][S-w[K+1]] + c[K+1])


вернуть A[N][W]
 Найдем теперь какой-либо оптимальный набор вещей. Для этого заметим, что оптимальный набор для задачи P(K,S) включает в себя вещь K тогда и только тогда, когда A(K,S)>A(K-1,S). Значит, достаточно дописать к нашему алгоритму такой код:


S  ← W


для K от N до 1




если A[K][S] > A[K-1][S], то




вывести K





S ← S – w[K]
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