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Ãëàâà 7

ÊÎËÅÁÀÍÈß

Êîëåáàíèÿ � ýòî îäèí èç ñàìûõ âàæíûõ ðàçäåëîâ ôèçèêè. Â íåêîòîðîì ñìûñëå, âñå

ñóùåñòâóþùåå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàê ðàç íå êîíñòðóêöèè èç ¾ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê¿,

à èìåííî ñîâîêóïíîñòü êîëåáàíèé. Õîòÿ ìåõàíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, êîòîðûìè ìû ñåé÷àñ

çàéìåìñÿ, êàæóòñÿ äîâîëüíî ÷àñòíûì ñëó÷àåì äâèæåíèÿ, íî ïðèìåíÿåìûå ìåòîäû è

ìíîãèå ýôôåêòû òå æå ñàìûå â äðóãèõ ðàçäåëàõ ôèçèêè.

7.1 Óðàâíåíèå êîëåáàíèé. ×àñòîòà è ïåðèîä, àìïëèòó-

äà è ôàçà

Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû � ìàññà m íà ïðóæèíå, èìåþùåé êîýôôè-

öèåíò óïðóãîñòè k . Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

m
dv

dt
= �kx; èëè m

d
2
x

dt2
= �kx; èëè m�x = �kx : (7.1)

Ýòî � äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Èç îïûòà âèäíî, ÷òî òåëî

Ðèñ. 7.1.

áîëòàåòñÿ òóäà-ñþäà. Ïîýòîìó, ÷òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå, ïîïðîáóåì ïå-

ðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ, õîòÿ áû x = A cos(!t) . Òîãäà

_x = �A! sin(!t) ; �x = �A!2 cos(!t) :

Óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè !
2 = k=m ïðè ëþáîì A. Âåëè÷èíà !

íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòîé êîëåáàíèé (èíîãäà êðóãîâîé ÷àñòîòîé).

Äðóãîé ïðèìåð � ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê, òî åñòü òåëî íà íèòè äëèíû L (ðèñ.

7.1). Ïðè îòêëîíåíèè íà ìàëûé óãîë ' = x=L íàòÿæåíèå T � mg , âîçâðàùàþùàÿ ñèëà

F = �T' = �mgx=L . Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

m�x = �
mg

L
� x :

82
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Îíî ïîõîäèò íà óðàâíåíèå äëÿ ïðóæèíû ñ çàìåíîé k íà mg=L. Ïîäîéäåò òàêîå æå

ðåøåíèå, ÷àñòîòà ! =
p
g=L . Âîîáùå óðàâíåíèå âèäà

��x = �� � x (7.2)

ñ ïîñòîÿííûìè � è � èëè ýêâèâàëåíòíîå åìó

�x = �!2 � x ;

ãäå !
2 = �=� , íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì êîëåáàíèé.

Íå îáÿçàòåëüíî x � ýòî ëèíåéíàÿ êîîðäèíàòà. Äëÿ ôèçè÷åñêîãî ìà-

Ðèñ. 7.2.

ÿòíèêà (ðèñ. 7.2) ñ ìîìåíòîì èíåðöèè I îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïîäâåñà è ñ

öåíòðîì ìàññ íà ðàññòîÿíèè L îò ýòîé òî÷êè

I" = I �' = �mgL � ' ;

è ÷àñòîòà ! =
p
mgL=I . Åñëè óäàëîñü ïîëó÷èòü óðàâíåíèå êîëåáàíèé,

çíà÷èò, óæå íàéäåíà ÷àñòîòà.

Ïåðèîä êîëåáàíèé T íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ !T = 2� ; T = 2�=! .

Èíîãäà ÷àñòîòîé (íî íå êðóãîâîé) íàçûâàþò � = 1=T = !=2� (÷èñëî êîëåáàíèé â

ñåêóíäó).

Ñ òåì æå óñïåõîì ïîäîéäåò ðåøåíèå B sin(!t) , à òàêæå ëþáàÿ ñóììà x = A cos(!t)+

B sin(!t) . Ïîñòîÿííûå A è B îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (íàïðèìåð, êîîð-

äèíàòîé è ñêîðîñòüþ ìàññû m). Ïðè t = 0 x(0) = A , ñêîðîñòü _x(0) = �B! . Åñëè
îòòÿíóòü ïðóæèíó è â ìîìåíò t = 0 îòïóñòèòü ãðóç, áóäåò ÷èñòûé êîñèíóñ, à ïðè

êîðîòêîì òîë÷êå èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ � ÷èñòûé ñèíóñ. Âîçìîæíà äðóãàÿ çàïèñü:

x = H cos(!t�') . Ïðè ýòîì H íàçûâàþò àìïëèòóäîé, ' �ôàçîé êîëåáàíèé. Ïåðåâîä

â ïåðâóþ ôîðìó:

H cos(!t� ') = H cos(!t) cos' +H sin(!t) sin' ;

òàê ÷òî A = H cos' ; B = H sin' . Îáðàòíûé ïåðåâîä:

A cos(!t) +B sin(!t) =
p
A2 +B2 �

�
A

p
A2 +B2

cos(!t) +
B

p
A2 +B2

sin(!t)

�
;

îòêóäà H =
p
A2 +B2 ; cos' = A=

p
A2 +B2 ; sin' = B=

p
A2 +B2 . Ïîñêîëüêó

êâàäðàòû ïîëó÷åííûõ cos' è sin' â ñóììå äàþò 1, òàêîé óãîë ' äåéñòâèòåëüíî ñó-

ùåñòâóåò. Êîðî÷å, tg' = B=A .

Åñëè âñïîìíèòü ïðèìåð 2 èç ï. 1.4 (ñòð. 13), âèäíî, ÷òî âðàùåíèå ïî îêðóæíîñ-

òè ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê äâà êîëåáàíèÿ x = R cos(!t) ; y = R sin(!t) . Òàê êàê

öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî ðàäèóñ-âåêòîðó è íàïðàâëåíî ïðîòè-

âîïîëîæíî, äëÿ x è y ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå êîëåáàíèé � ñîñòàâëÿþùàÿ âîçâðàùàþùåé

ñèëû ïðîïîðöèîíàëüíà ñìåùåíèþ. Åñëè ñðàçó íå äîãàäàòüñÿ äî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ êî-

ëåáàíèé, ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü ýòè ñîîáðàæåíèÿ.
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7.2 Óðàâíåíèå ýíåðãèè äëÿ êîëåáàíèé. Çàòóõàíèå

Äëÿ ìàññû íà ïðóæèíå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

m _x2

2
+
kx

2

2
= E = const : (7.3)

Àíàëîãè÷íî äëÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

I _'2

2
+
mgL'

2

2
= E = const :

(Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ � óïðîùåííîå âûðàæåíèå mgL(1 � cos') äëÿ ìàëûõ óãëîâ).

Âîîáùå, èíîãäà óäîáíåå ïèñàòü âìåñòî óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ��x = ��x óðàâíåíèå

ýíåðãèè:

� _x2

2
+
�x

2

2
= E : (7.4)

Èç íåãî ñðàçó íàõîäèòñÿ ÷àñòîòà: !2 = �=� .

Ïðèìåð: Áóñèíêà ñêîëüçèò ïî ïðîâîëîêå, èçîãíóòîé â âèäå ñèíóñîèäû y = �Y cos(kx) .

Ïðè ìàëûõ x ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U = mgy = �mgY +mgY k
2
x
2
=2 , êèíåòè÷åñêàÿ

m _x2=2 . Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïîñòîÿííî è íåñóùåñòâåííî, òàê ÷òî

m _x2=2 +mgY k
2
x
2
=2 = E è ÷àñòîòà ! =

p
gkY .

Íåêîòîðûõ ñìóùàåò, ÷òî E íåèçâåñòíà. Îíà è íå íóæíà äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòîòû.

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé, òî åñòü äëÿ òàêèõ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûì

óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ (7.1,7.2) èëè çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè òèïà (7.3,7.4), ÷àñòî-

òà ! íå çàâèñèò îò ýíåðãèè (òî åñòü àìïëèòóäû). Íà ýòîì è îñíîâàíî ïðèìåíåíèå

ìàÿòíèêà è äðóãèõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì â ÷àñàõ.

Ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ hm _x2=2i = m!
2
A

2hsin2(!t)i=2 , ïîòåíöèàëüíàÿ

hkx2=2i = kA
2hcos2(!t)i=2 . ßñíî, ÷òî hsin2(!t)i = hcos2(!t)i = 1=2 . Ïîýòîìó ñðåäíèå

êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ðàâíû (è îáå

ðàâíû E=2 ).

Êîëåáàíèÿ òåëà íà ïðóæèíå ïîñòåïåííî çàòóõàþò. Ïî÷åìó ýòî ïðîèñõîäèò? Â óðàâ-

íåíèè êîëåáàíèé ó÷òåì ñèëó òðåíèÿ:

m�x = �kx = b _x èëè �x + 2 _x+ !
2
x = 0 :

b íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì (âÿçêîãî) òðåíèÿ,  = b=2m � êîýôôèöèåíòîì çàòóõàíèÿ.

Êîíå÷íî, áûâàþò è äðóãèå çàêîíû òðåíèÿ, íî ïîêà îãðàíè÷èìñÿ ýòèì.

Ïóñòü òðåíèå ìàëî, òàê ÷òî êîëåáàíèÿ çàòóõàþò ìåäëåííî. Ýíåðãèÿ áóäåò ìåäëåííî

óìåíüøàòüñÿ (ïåðåõîäèòü â òåïëî):

�E = �
Z

b _xdx = �
Z

bv
dx

dt
dt = �b

Z
v
2
dt = �

2b

m

Z
mv

2

2
dt :
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Ïðè ìàëîì òðåíèè ìîæíî âçÿòü ìíîãî ïåðèîäîâ êîëåáàíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ

êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîëåáëåòñÿ âîêðóã ïîëîâèíû ïîëíîé ýíåðãèè E , òàê ÷òîR
(mv

2
=2)dt � hmv

2
=2i
R
dt = (E=2)�t . Òîãäà

�E

E
= �2�t ; èëè

dE

E
= �2dt ; ) ln

�
E

E0

�
= �2t ; E = E0e

�2t
:

Ýíåðãèÿ êîëåáàíèé çàòóõàåò ýêñïîíåíöèàëüíî. Àìïëèòóäû ñêîðîñòè è ñìåùåíèÿ ïðî-

ïîðöèîíàëüíû
p
E , òàê ÷òî

Vmax = V0e
�t

; xmax = x0e
�t

:

Ê òàêèì æå âûâîäàì ïðèâîäèò î÷åíü ïðîñòàÿ ìîäåëü ñëàáîãî òðåíèÿ. Ïóñòü ìàññà íà

ïðóæèíêå, ïðîõîäÿ ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ãäå ñêîðîñòü V ìàêñèìàëüíà, âñÿêèé ðàç

óïðóãî óäàðÿåò ìàëûé ãðóçèê �m . Ãðóçèê îòëåòàåò ñ óäâîåííîé ñêîðîñòüþ 2V è

óíîñèò ÷àñòü èìïóëüñà: �p = 2V�m ; ñðåäíÿÿ ñèëà çà ïåðèîä F � 2V�m=T êàê ðàç

ïðîïîðöèîíàëüíà V , ïðè÷åì b = 2�m=T .

Ñêîðîñòü òåëà ïîñëå ïåðâîãî óäàðà V1 = V0 � 2V0�m=m = V0(1 � 2�m=m) . Ïîñëå

âòîðîãî áóäåò V2 = V1(1 � 2�m=m) = V0(1� 2�m=m)2 , à ïîñëå n óäàðîâ (ïåðèîäîâ)

Vn = V0(1� 2�m=m)n . Ìû óæå çíàåì, êàê âîçâîäèòü ÷èñëî, áëèçêîå ê 1 ( �m� m ) â

áîëüøóþ ñòåïåíü. Áèíîì Íüþòîíà çäåñü íå ãîäèòñÿ, òàê êàê ïðè n > 2m=�m ïîëó÷èòñÿ

îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå â âèäå

Vn = V0

"�
1�

2�m

m

�
�m=2�m

#
�(2�m=m)�n

:

Â êâàäðàòíîé ñêîáêå ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî e (çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë). Ïîýòîìó Vn =

V0 exp(�2�mn=m) èëè, åñëè âûðàçèòü �m è n = t=T ,

V (t) = V0 exp

�
�
bt

m

�
:

Ïîêàçàòåëü èç-çà ãðóáîñòè ìîäåëè çäåñü âäâîå áîëüøå, ÷åì ìû ïîëó÷èëè, óñðåäíÿÿ

ïîòåðè ýíåðãèè, íî çàâèñèìîñòü àíàëîãè÷íàÿ.

Ìû íàøëè, êàê èçìåíÿåòñÿ àìïëèòóäà ñêîðîñòè. Òåïåðü ìîæíî óãàäàòü ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñ òðåíèåì. Ïîïðîáóåì ïîïðîñòó êîëåáàíèå ñ óáûâàþùåé àìïëè-

òóäîé:

x = A sin(
t)e�kt
;

ãäå 
 è k íàäî îïðåäåëèòü òàê, ÷òîáû ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿëî óðàâíåíèþ. Âû÷èñ-

ëÿåì ïðîèçâîäíûå:

_x = A
 cos(
t)e�kt � Ak sin(
t)e�kt
;

�x = �A
2 sin(
t)e�kt � 2A
k cos(
t)e�kt + Ak
2 sin(
t)e�kt

:
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Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå:

�A
2 sin(
t)e�kt � 2A
k cos(
t)e�kt + Ak
2 sin(
t)e�kt

+2(A
 cos(
t)e�kt � Ak sin(
t)e�kt)

+!2
A sin(
t)e�kt = 0

Ñîêðàùàåì íà A è íà e
�kt :

(�
2 + k
2 � 2k + !

2) sin(
t) + (�2
k + 2
) cos(
t) = 0 :

Äîëæíû çàíóëÿòüñÿ ñêîáêè ïðè sin è cos îòäåëüíî, èíà÷å ýòî áóäåò íå íîëü, à ôóíêöèÿ

âðåìåíè. Îòñþäà k = ; 
 =
p
!2 � 2 ; è ïîëíîå ðåøåíèå:

x = A sin(
p
!2 � 2 � t)e�t

:

Çà âðåìÿ � = 1= , íàçûâàåìîå âðåìåíåì æèçíè êîëåáàíèé, àìïëèòóäà óìåíüøàåòñÿ

â e ðàç (äî 36%). Òàêîå ðåøåíèå áóäåò ïðè ðåçêîì òîë÷êå ( x(0) = 0 , ðèñ. 7.3).

Ðèñ. 7.3. Ðèñ. 7.4.

Åñëè òðåíèå âåëèêî,  > ! , ïîëó÷àåòñÿ ìíèìîå 
 (êîðåíü èç îòðèöàòåëüíîãî

÷èñëà). Ôèçè÷åñêè ìîæíî îæèäàòü èñ÷åçíîâåíèÿ êîëåáàíèé (ïðåäñòàâèì ñåáå ìàÿòíèê

â êèñåëå). Ïîïðîáóåì ïðîñòî x = Ae
�kt :

(k2 � 2k + !
2)Ae�kt = 0 :

Íàõîäèì k =  �
p
2 � !2 . Èìååòñÿ, çíà÷èò, äâà ðåøåíèÿ:

x = Ae
�t

e
�

p
2�!2t è x = Be

�t
e

p
2�!2t

:

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå ëèíåéíîå, ñóììà ðåøåíèé òîæå áóäåò ðåøåíèåì. Äëÿ íà÷àëüíîãî

óñëîâèÿ x(0) = 0 ìîæíî íàïèñàòü

x = A

 
e

p
2�!2t � e

�

p
2�!2t

2

!
e
�t = A sh

�p
2 � !2t

�
e
�t

:

ñ ïðîèçâîëüíîé àìïëèòóäîé A (ðèñ. 7.4). Ôóíêöèÿ sh(x) = (ex � e
�x)=2 íàçûâàåò-

ñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ñèíóñîì. Çàìåòèì, ÷òî èç èçâåñòíîé ôîðìóëû Ýéëåðà exp(ix) =

cos x+ i sinx ïîëó÷àåòñÿ sin x = (eix�e
�ix)=2i è ðåøåíèå ïðè  > ! ôîðìàëüíî ñëåäóåò

èç êîëåáàòåëüíîãî.
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7.3 Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ðåçîíàíñ

Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ çàòóõàþò. ×òîáû êîëåáàíèÿ ïðîäîëæàëèñü íåîïðåäåëåííîå âðåìÿ,

íóæíà âûíóæäàþùàÿ ñèëà. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñèëà, òîæå èìåþùàÿ êîëåáà-

òåëüíûé õàðàêòåð. Ñíà÷àëà ïóñòü íåò çàòóõàíèÿ:

�x + !
2
x =

F0

m
cos(
t) :

Ðåøåíèå åñòåñòâåííî ïîïðîáîâàòü â âèäå x = A cos(
t) � ñ ÷àñòîòîé âûíóæäàþùåé

ñèëû. Ïîäñòàâëÿåì:

(�
2 + !
2)A cos(
t) =

F0

m
cos(
t)

è àìïëèòóäà A =
F0

m(!2 � 
2)
. Çàâèñèìîñòü A(
) ïîêàçàíà íà ðèñ. 7.5 (ñïëîøíàÿ êðè-

âàÿ). Åñëè âûíóæäàþùàÿ ÷àñòîòà ìåíüøå ñîáñòâåííîé ! , íàïðàâëåíèå ñìåùåíèÿ è

âûíóæäàþùåé ñèëû ñîâïàäàþò. Åñëè æå 
 > ! , òî x èçìåíÿåòñÿ â ïðîòèâîôàçå ñ F .

Íî âåäü èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ òåëî äîëæíî äâèíóòüñÿ â íàïðàâëåíèè F !

Ýòîò ïàðàäîêñ ðåøàåòñÿ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëî-

Ðèñ. 7.5.

âèé. Ê ïîëó÷åííîìó ðåøåíèþ, ñîâñåì íå çàâèñÿùåìó

îò ýòèõ óñëîâèé, ìîæíî äîáàâèòü ïðîèçâîëüíîå ðåøå-

íèå, îïèñûâàþùåå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ (ñ ÷àñòîòîé

!). Ýòó-òî äîáàâêó è íàäî ïîäîáðàòü, ÷òîáû íà÷àëü-

íûå óñëîâèÿ âûïîëíèëèñü. Ðåàëüíî åñòü ìàëîå çàòó-

õàíèå, è ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ÷åðåç íåñêîëüêî âðå-

ìåí æèçíè çàòóõíóò. Ê ñîæàëåíèþ, ýòî ðàññóæäåíèå

íå äåìîíñòðèðóåò íàãëÿäíî ñìåíû íàïðàâëåíèÿ êîëå-

áàíèé ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû,

à ñêîðåå ðàçðåøàåò òàêóþ âîçìîæíîñòü. Çàòî ëåãêî

óáåäèòüñÿ â òàêîé ñìåíå çíàêà ýêñïåðèìåíòàëüíî, ðàñ-

êà÷èâàÿ ìàÿòíèê çà òî÷êó ïîäâåñà áûñòðî ëèáî ìåäëåííî.

Ïðè 
 , áëèçêîé ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ! , àìïëèòóäà êîëåáàíèé î÷åíü âåëèêà

(ðèñ. 7.5). Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñîì. Ìàëàÿ ñèëà ñïîñîáíà â ðåçîíàíñå ðàñ-

êà÷àòü ëþáóþ ñèñòåìó. Ìîæíî, íàïðèìåð, ïîäíÿòü ãðóç ëþáîãî âåñà, åñëè îí êà÷àåòñÿ

íà âåðåâêå.

Òåïåðü ó÷òåì çàòóõàíèå:

�x+ 2 _x + !
2
x =

F0

m
cos(
t) :

Åñëè áû ñëàãàåìîå 2 _x äîìèíèðîâàëî, êîîðäèíàòà áûëà áû � sin(
t) , òî åñòü

ñäâèíóëàñü íà �=2 ïî ôàçå. Åñëè çàòóõàíèå íå ñòîëü âåëèêî, íàâåðíî, è ñäâèã áó-

äåò ìåíüøå: x = A cos(
t � ') . Ïîäñòàâëÿåì, èñïîëüçóÿ ñåêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
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cos(
t) = cos(
t� '+ ') :

A(�
2 + !
2) cos(
t� ') � A2
 sin(
t� ') =

F0

m
cos' cos(
t� ') �

F0

m
sin' sin(
t� ')

Îïÿòü îòäåëüíî íàäî óðàâíîâåñèòü cos(
t� ') è sin(
t� ') :

A(�
2 + !
2) =

F0

m
cos' ; 2A
 =

F0

m
sin' :

Îòñþäà

tg' =
2


!2 � 
2
; A =

F0=mp
(!2 � 
2)2 + (2
)2

:

Ïðè ìàëîì  � ñàìûé èíòåðåñíûé ñëó÷àé �

Ðèñ. 7.6.

âòîðîå ñëàãàåìîå ïîä êîðíåì íåñóùåñòâåííî, åñëè

òîëüêî ! è 
 íå ñðàâíèâàþòñÿ. Çàòî ïðè ðåçî-

íàíñå èìåííî òðåíèå îãðàíè÷èâàåò àìïëèòóäó; ïðè


 = ! A = F0=2m! . Ãðàôèê A(
) íàçûâàåò-

ñÿ ðåçîíàíñíîé êðèâîé (ðèñ. 7.6). Îíà èìååò óç-

êèé ðåçîíàíñíûé ïèê; øèðèíà åãî �
 îïðåäåëÿåòñÿ

îáû÷íî èç óñëîâèÿ, ÷òî ñëàãàåìûå ïîä êîðíåì îäèíà-

êîâû (óðîâåíü 0:707 = 1=
p
2 ):

!
2 � 
2 � 2
�
 = 2
 ; �
 =  :

Â ýòîé æå ðåçîíàíñíîé îáëàñòè ðåçêî ìåíÿåòñÿ ôàçî-

âûé ñäâèã. Êîãäà 
 çàìåòíî ìåíüøå ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû (íà íåñêîëüêî  ), òî '� 1 ,

ïðè òî÷íîì ðåçîíàíñå ' = �=2 , à ïðè 
 > ! áûñòðî ïðèáëèæàåòñÿ ê � . Òàêèì îá-

ðàçîì, òðåíèå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òîëüêî âáëèçè ðåçîíàíñà. Âäàëè æå êîëåáàíèÿ áóäóò

ëèáî â ôàçå, ëèáî â ïðîòèâîôàçå ñ âûíóæäàþùåé ñèëîé, êàê ìû óæå îòìå÷àëè. Àìïëè-

òóäà òîæå ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò  : ñðàâíèòå ðèñ. 7.6 è ðèñ. 7.5 äëÿ ìîäóëÿ jAj (ìîäóëü
ïðàâåå ÷àñòîòû ! ïîêàçàí ïóíêòèðîì). Çàòóõàíèå ïîïðîñòó îãðàíè÷èâàåò áåñêîíå÷íûé

ïèê ðèñ. 7.5.

Ðåçîíàíñ áûâàåò ïîëåçåí (ìóçûêàëüíûå èíñòðóìåíòû, ðàäèîñâÿçü) è íåæåëàòåëåí

(ñòðîåíèÿ âî âðåìÿ çåìëåòðÿñåíèÿ).

7.4 Àíãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

Åñëè óâåëè÷èòü àìïëèòóäó êîëåáàíèé, ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè ìîãóò íàðóøàòüñÿ.

Âñïîìíèì, êàê ðåøàåòñÿ çàäà÷à äëÿ ìàëûõ êîëåáàíèé. Íàïðèìåð, âîçüìåì äâà çàðÿäà

q , ïðè÷åì íèæíèé çàêðåïëåí, à âåðõíèé ìîæåò äâèãàòüñÿ ïî âåðòèêàëè (ðèñ. 7.7). Íà
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âåðõíèé äåéñòâóåò ñèëà F = �mg+q2=x2 . Èìååòñÿ ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x0 = q=
p
mg .

Çàïèøåì ñèëó âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ � ïðè x = x0 + y , ïðè÷åì y ìàëî:

F = �mg +
q
2

(x0 + y)2
= �mg +

q
2

x20

�
1 +

y

x0

�
�2

� �mg +
q
2

x20

� 2
q
2

x30

� y :

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ àâòîìàòè÷åñêè óíè÷òîæàòñÿ � ýòî ñèëà â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ,

ðàçóìååòñÿ, íóëåâàÿ. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

m�y = �2
q
2

x30

� y ;

òî åñòü óðàâíåíèå êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé !
2 = q

2
=(mx

3
0) .

Ðèñ. 7.7. Ðèñ. 7.8. Ðèñ. 7.9.

Âîîáùå, åñëè â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ F (x) îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî âáëèçè ýòîé òî÷êè

F � (x�x0) �(dF=dx)jx0 . Íî ýòî � òîëüêî ïåðâîå ïðèáëèæåíèå. Íàéäåíî, ÷òî äîñòàòî÷íî
õîðîøèå ôóíêöèè ðàçëàãàþòñÿ â ðÿä Òåéëîðà:

F (x) = F (x0) +
(x� x0)

1
�
dF

dx

����
x0

+
(x� x0)

2

1 � 2
�
d
2
F

dx2

����
x0

+
(x� x0)

3

1 � 2 � 3
�
d
3
F

dx3

����
x0

+ : : :

Çíà÷èò, ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñèëû ñîäåðæàò ñëàãàåìûå � (x � x0)
2 , çà íèìè

(x � x0)
3 , è ò. ä. Ñîîòâåòñòâåííî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ áóäåò ñîäåðæàòü ïîïðàâêè

� (x� x0)
3 è (x� x0)

4 .

Ñíà÷àëà âûÿñíèì (êà÷åñòâåííî), ÷òî äàåò ïåðâàÿ ïîïðàâêà. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

çàïèøåì, îòìåðÿÿ x îò ðàâíîâåñèÿ:

�x + !
2
x + bx

2 = 0 :

Ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà ñòàíîâèòñÿ íåñèììåòðè÷íîé, U � !
2
x
2
=2 + bx

3
=3 (ðèñ. 7.8). Èç-

çà ýòîãî ïåðåêîñà ïîÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîå ñðåäíåå çíà÷åíèå x . Óñðåäíÿåì óðàâíåíèå,

ñ÷èòàÿ, ÷òî êîîðäèíàòà � ñóììà ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû è ñèíóñîèäû: x = Æ +A cos(!t) .

Ïîëó÷àåì

!
2
Æ + b

A
2

2
= 0 ; è ñìåùåíèå Æ = �b

A
2

2!2
:

Òàêàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò äëÿ íàøèõ çàðÿäîâ ïðè ó÷åòå ïîïðàâîê ê ñèëå. Ïðè çàìåòíîé àì-

ïëèòóäå çàðÿä â ñðåäíåì áóäåò áîëòàòüñÿ âûøå. Ñ ýòîé æå ïîïðàâêîé ñâÿçàíî ÿâëåíèå
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òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ. Ïðè òåïëîâûõ êîëåáàíèÿõ êàæäûé àòîì ñìåùàåòñÿ. Ñóììà âñåõ

ñìåùåíèé äàåò ðàñøèðåíèå îáðàçöà, ïðîïîðöèîíàëüíîå äëèíå è êâàäðàòó àìïëèòóäû

êîëåáàíèé, òî åñòü ýíåðãèè (òåìïåðàòóðå). Ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ âñåãî-íàâñåãî

øåâåëèëèñü áû áîêà îáðàçöà íà îäíó àìïëèòóäó A , êîòîðàÿ íèêàê íå áîëüøå ìåæà-

òîìíîãî ðàññòîÿíèÿ, ò.å. ýôôåêò áûë áû íåçàìåòåí.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîïðàâêó, êîòîðàÿ âàæíà â ñèììåòðè÷íûõ ïîòåíöèàëüíûõ

ÿìàõ. Íàïðèìåð, äëÿ ìàÿòíèêà âîçâðàùàþùèé ìîìåíò M � sin' � ' � '
3
=6 , ïî-

òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U � (1 � cos') � '
2
=2 � '

4
=24 (ðèñ. 7.9). Ñîîòâåòñòâóþùèé

êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè âðîäå êàê óìíîæàåòñÿ íà (1 � '
2
=6) , åñëè âûáðàòü ïåðâîå

âûðàæåíèå. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòîãî ìíîæèòåëÿ áóäåò (1 � '
2
0=12) . ×àñòîòà ïðîïîð-

öèîíàëüíà êîðíþ èç óïðóãîñòè, ! = !0(1 � '
2
0=24) . Ïåðèîä T = T0(1 + '

2
0=24) . Ýòî,

êîíå÷íî, îöåíêà. Òî÷íàÿ ïîïðàâêà: T = T0(1 + '
2
0=16) . (Âðîäå íå âèäíî, ãäå ìû îøèá-

ëèñü. Íà ñàìîì äåëå íå òîëüêî ìåíÿåòñÿ ÷àñòîòà, íî è ê îñíîâíîìó êîëåáàíèþ â òîì

æå ïðèáëèæåíèè äîáàâëÿþòñÿ åùå áîëåå áûñòðûå, ñ ÷àñòîòîé, â äàííîì ñëó÷àå, 3! .

Ïîýòîìó íåòî÷íîñòü íå óäèâèòåëüíà).

Ïåðèîä ñåêóíäíîãî ìàÿòíèêà ñ àìïëèòóäîé 6Æ � 0;1 èçìåíèòñÿ íà 0;01=16 = 6�10�4 ,

çà ñóòêè îøèáêà áóäåò � 50 ñ. Êîíå÷íî, ìîæíî ýòó îøèáêó ñêîìïåíñèðîâàòü äëèíîé

íèòè, íî îíà çàâèñèò îò àìïëèòóäû. Êðîìå òîãî, íà òî÷íîñòü õîäà âëèÿåò òåïëîâîå

ðàñøèðåíèå (äëèíà ìàÿòíèêà) è èçìåíåíèÿ g ïðè äâèæåíèè ÷àñîâ.

Ñ ðàçâèòèåì ìîðåïëàâàíèÿ ïîÿâèëàñü ïðîáëåìà ¾ïåðåâîçêè âðåìåíè¿. ×àñû ñ òî÷-

íîñòüþ 10�5 óõîäÿò íà 1 ñ â ñóòêè, çà 3 ìåñÿöà � íà 90 ñ = 1,5 ìèí. Ïðè àñòðîíîìè÷åñ-

êîì îïðåäåëåíèè ìåñòà áóäåò îøèáêà â 360 � 1;5=(60 � 24) = 3=8 ãðàäóñà øèðîòû, èëè

40000 �1;5=(60 �24) � 40 êì. Êàê ðàç ìîæíî íàëåòåòü íà êàêèå-íèáóäü ñêàëû, äóìàÿ, ÷òî

äî íèõ åùå äàëåêî. Ìàÿòíèêîâûå ÷àñû â ïëàâàíèè íå ãîäÿòñÿ; ïðèìåíÿëèñü õðîíîìåò-

ðû ñ êðóòèëüíûì ìàÿòíèêîì, íå÷óâñòâèòåëüíûå ê óñêîðåíèÿì. Òåïëîâîå ðàñøèðåíèå, â

ïðèíöèïå, êîìïåíñèðóåòñÿ. Òåïåðü òàêîé ïðîáëåìû íåò, ëþáûå ÷àñû ìîæíî ïðîâåðèòü

ïî ðàäèîñèãíàëàì.

Èíòåðåñíà çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå � êðèâîé, ïî êîòîðîé â ïîëå òÿæåñòè êîëå-

áàíèÿ ïðîèñõîäÿò ñ òî÷íî ïîñòîÿííûì ïåðèîäîì, íåçàâèñèìî îò àìïëèòóäû. Òîãäà â

óðàâíåíèè êîëåáàíèé èëè ýíåðãèè íå äîëæíî áûòü íèêàêèõ ïîïðàâîê. Ýòà êðèâàÿ � íå

ïàðàáîëà. Õîòÿ íà ïàðàáîëå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U � x
2 , íî êèíåòè÷åñêàÿ íå òî÷-

íî ïðîïîðöèîíàëüíà _x2 , òàê êàê åñòü åùå âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü. Íà ýòîé çàäà÷å Ä.

Áåðíóëëè ïðîäåìîíñòðèðîâàë ïîëüçó ìåòîäîâ Íüþòîíà.

Äëÿ êðèâîé y = y(x) ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U = mgy . Ââåäåì äëèíó âäîëü

êðèâîé s , òîãäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ m _s2=2 òî÷íî. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü

ïðîïîðöèîíàëüíîñòü y � s
2 . Ïîñêîëüêó îêðóæíîñòü è ïàðàáîëà íå ãîäÿòñÿ, ïîïðîáóåì

öèêëîèäó. Â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå

y = R(1� cos') (îäíîâðåìåííî ýòî 2R sin2('=2))

x = R('+ sin') :
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Íèæíÿÿ òî÷êà ' = 0 ; dx = R(1 + cos')d' ; dy = R sin'd' . Ñ÷èòàåì ýëåìåíò

äëèíû äóãè:

ds =
p
dx2 + dy2 = R

p
2(1 + cos')d' = 2R cos('=2)d' :

Äëèíà s =
R
ds =

R
2R cos('=2)d' = 4R sin('=2) . Äåéñòâèòåëüíî, ïîëó÷àåòñÿ y =

s
2
=(8R) . Óðàâíåíèå ýíåðãèè

m _s2

2
+
mgs

2

8R
= E

òî÷íîå ïðè jsj < 4R . ×àñòîòà êîëåáàíèé ! =
p
g=4R , ïåðèîä T = 4�

p
R=g , âðåìÿ

ñîñêàëüçûâàíèÿ â íèæíþþ òî÷êó T=2 = 2�
p
R=g ñ ëþáîé âûñîòû. Òàêóþ êðèâóþ

îïèøåò ãðóç íà íåâåñîìîì îáðó÷å, ¾êàòàþùåìñÿ¿ ïî ïîòîëêó (ðèñ. 7.10).

Ðèñ. 7.10. Ðèñ. 7.11.

Ïåðâûì ìàÿòíèêîâûå ÷àñû ïîñòðîèë Õ. Ãþéãåíñ (1629�1695) îêîëî 1657 ã. Îí æå

îòêðûë çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî èçîõðîííîñòè öèêëîèäàëüíîãî ìàÿòíèêà è ïðåäëîæèë

êîíñòðóêöèþ, â êîòîðîé ýòà èäåÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ (ðèñ. 7.11). Ìåæäó äâóìÿ ¾áðåâíàìè¿,

ñå÷åíèÿ êîòîðûõ îáðàáîòàíû â ôîðìå öèêëîèä âûñîòû 2R, ïîìåùàåòñÿ òî÷êà ïîäâåñà

ìàÿòíèêà, äëèíà íèòè êîòîðîãî ðàâíà 4R. Îêàçûâàåòñÿ (ïîïðîáóéòå äîêàçàòü ñàìîñ-

òîÿòåëüíî), ÷òî ïðè ýòîì êîëåáëþùèéñÿ ãðóç äâèæåòñÿ ïî öèêëîèäå òî÷íî òàêîé æå

ôîðìû! Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèîä êîëåáàíèé òàêîãî ìàÿòíèêà â òî÷íîñòè îäèí è òîò æå

ïðè ëþáîé (à íå òîëüêî ìàëîé) àìïëèòóäå. (Íà ïðàêòèêå öèêëîèäàëüíûé ìàÿòíèê íå

íàøåë øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ. Äðóãèå ïóòè ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ÷àñîâ îêàçàëèñü áîëåå

óäîáíûìè).

7.5 Íåóñòîé÷èâîñòü

Êîëåáàíèÿ, êàê ìû âèäåëè, ïðîèñõîäÿò âîêðóã ïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Íî

áûâàþò ðàâíîâåñèÿ è íåóñòîé÷èâûå, èç êîòîðûõ ñèñòåìà âûõîäèò ñàìîïðîèçâîëüíî. ×òî

ìîæíî ñêàçàòü î äâèæåíèè ïðè òàêîé ñèòóàöèè?

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð íåóñòîé÷èâîñòè � ìàÿòíèê ââåðõ ãîëîâîé (ðèñ. 7.12). Íèòü,

êîíå÷íî, íå ãîäèòñÿ; ìàññà m óêðåïëåíà íà ñòåðæíå, êîòîðûé ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã

íèæíåé òî÷êè. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàññû m ïðè ìàëîì îòêëîíåíèè îò âåðòèêàëè:

m�x =
mg

L
x èëè �x =

g

L
x � 

2
x :
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Ðèñ. 7.12. Ðèñ. 7.13.

Óðàâíåíèå ïîõîæå íà óðàâíåíèå êîëåáàíèé, íî çíàê â ïðàâîé ÷àñòè äðóãîé � ñèëà íå âîç-

âðàùàåò, à óâîäèò ìàññó èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ýíåðãåòè÷åñ-

êèé ïîäõîä. Íàïðèìåð, ïóñòü èìååòñÿ òåëî íà ãëàäêîé âîçâûøåííîñòè, ôîðìà êîòîðîé

çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì y = �(k=mg) � (x2=2) (ðèñ. 7.13). Ôîðìà êîýôôèöèåíòà âûáðàíà

òàê, ÷òîáû ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âûðàæàëàñü ïîïðîùå: U = mgy = �kx2=2 . Çäåñü
k èìååò ðàçìåðíîñòü êîýôôèöèåíòà óïðóãîñòè è îïèñûâàåò êðèâèçíó ãîðû â âåðõíåé

òî÷êå. Äëÿ ìàÿòíèêà ïðè ìàëîì îòêëîíåíèè x ñìåùåíèå ïî âåðòèêàëè y = x
2
=(2L) , è

ýêâèâàëåíòíîå çíà÷åíèå k = mg=L . Òîãäà ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ

m _x2

2
�
kx

2

2
= E = const :

Îïÿòü, çà èñêëþ÷åíèåì çíàêà, ïîõîæå íà óðàâíåíèå ýíåðãèè äëÿ êîëåáàíèé, íî ïðóæèíà

êàê áóäòî èìååò îòðèöàòåëüíóþ æåñòêîñòü.

Ïîõîæå, ÷òî äâà êîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèÿ � sin è cos � íå ïîäîéäóò. Èç íåáîãà-

òîãî íàáîðà èçâåñòíûõ íàì ôóíêöèé íåòðóäíî èçâëå÷ü òàêóþ, ó êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ

ïðîïîðöèîíàëüíà ñàìîé ôóíêöèè. Ýòî, êîíå÷íî, ýêñïîíåíòà. Ïðîáóåì x = Ae
bt , ãäå b

ïîêà íåèçâåñòíî. Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå:

b
2
Ae

bt = 
2
Ae

bt
;

îòêóäà b = � . Àìïëèòóäà A ñîêðàòèëàñü è, çíà÷èò, ìîæåò áûòü ëþáàÿ � ìîæíî

òåðÿòü ðàâíîâåñèå áûñòðåå èëè ìåäëåííåå. Êîýôôèöèåíò  ðàçìåðíîñòè 1/ñ (êàê è ó

÷àñòîòû êîëåáàíèé !), íàçûâàåòñÿ èíêðåìåíòîì íåóñòîé÷èâîñòè.

Êàê è äëÿ êîëåáàíèé, åñòü äâà ðåøåíèÿ: Be
�t è Ae

t . Ýòî îòòîãî, ÷òî óðàâíå-

íèå âòîðîãî ïîðÿäêà (âõîäèò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ). Ïîñòîÿííûå B è A íàõîäÿòñÿ

èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ êîëåáàíèé, ýòè äâà ðåøåíèÿ ñîâñåì íåïî-

õîæè: îäíî ðàñòåò ñî âðåìåíåì, äðóãîå óáûâàåò. Ïðàêòè÷åñêè íåâåðîÿòíî, ÷òîáû ïðè

íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ïîëó÷èëîñü A = 0 . Ïîýòîìó íåóñòîé÷èâîñòü, â îáùåì,

âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì.

Ýòî âîçðàñòàíèå áûñòðîå. ×åðåç õàðàêòåðíîå âðåìÿ � = 1= íà÷àëüíàÿ àìïëè-

òóäà âîçðàñòåò â e = 2:71828 ðàç, ÷åðåç 2� � â e
2 = 7;3 ðàçà, ÷åðåç 3� �

ïðèìåðíî â 20 ðàç, è ò.ä. Ïóñòü ìû õîòèì ïîñòàâèòü êàðàíäàø íà îñòðûé êîíåö.
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Äëÿ íåãî âðåìÿ � �
p
L=g �= 0;1 ñ. Åñëè ñòàâèòü î÷åíü àêêóðàòíî, ìîæíî âû-

äåðæàòü âåðòèêàëü ñ òî÷íîñòüþ äî 0,05 ìì. Òàêîãî ïîðÿäêà áóäåò àìïëèòóäà A �

ïðè B = 0 ýòî ïîïðîñòó íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàðàíäàø óïàë,

åñëè îòêëîíåíèå âåðõíåãî êîíöà äîñòèãëî 5 ñì, òî åñòü âîçðîñëî â 1000 ðàç. Òîãäà

e
t=� = 103 ; t = � � 3 ln(10) = � � 3 � 2;3 = 7� . Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ äîðîãèõ

ïðèáîðîâ óñòàíîâèì êàðàíäàø åùå òî÷íåå � â 10 ðàç. Âðåìÿ ïàäåíèÿ óâåëè÷èòñÿ âñåãî

íà 2;3� . Äàæå åñëè ìîæíî äîáèòüñÿ òî÷íîñòè ïîðÿäêà àòîìíûõ ðàçìåðîâ � 0;5 � 10�8

ñì, ÷òî âîîáùå-òî ñîìíèòåëüíî, ïîëó÷èòñÿ âñåãî � � 9 ln(10) � 20� . Çíà÷èò, êàðàíäàø

íèêîãäà â æèçíè íå ïðîäåðæèòñÿ äîëüøå äâóõ ñåêóíä. Ïðè ýòîì åãî âîâñå íå íàäî êîìó-

òî òîëêàòü; îí ïðåêðàñíî óïàäåò ñàì. À åñëè åãî âûñòàâèòü ¾èäåàëüíî¿, òî åãî âûâåäåò

èç ðàâíîâåñèÿ ëþáîå äóíîâåíèå âîçäóõà.

Â îáùåì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âðåìÿ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè âñåãäà ïîðÿäêà íå-

ñêîëüêèõ õàðàêòåðíûõ âðåìåí � = 1= . Ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò î÷åíü áûñòðûé, è

äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ îòêëîíåíèÿ îò ðàâíîâåñèÿ íóæíî âðåìÿ, ïî÷òè íå

çàâèñÿùåå îò ýòîãî óðîâíÿ.

Ñîáñòâåííî, íå òàê è íóæíî òî÷íîå ðåøåíèå. Âñå çíàþò î ðîñòå íàñåëåíèÿ Çåìëè. Åñ-

ëè îíî óäâàèâàåòñÿ, ñêàæåì, çà 25 ëåò, òî çà 50 ó÷åòâåðèòñÿ, à çà 100 � âîçðàñòåò â 16 ðàç.

Âðåìÿ óäâîåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî íåóñòîé÷èâîñòü, ðàâíî ln 2= � 0;7= .

(Â äåéñòâèòåëüíîñòè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðîñò íàñåëåíèÿ Çåìëè ïðîèñõîäèò åùå áûñòðåå.

Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ñî âðåìåíåì âîçðàñòàåò äîëÿ áûñòðî ðàçìíîæàþùèõñÿ

ãðóïï. Â ðåçóëüòàòå êîýôôèöèåíò  ðàñòåò ñî âðåìåíåì. Êàæäîå ïîñëåäóþùåå óäâîå-

íèå òðåáóåò ìåíüøå âðåìåíè).

Ýêñïîíåíöèàëüíî ðàçâèâàþùèéñÿ ïðîöåññ âñêîðå ïðèîáðåòàåò õàðàêòåð âçðûâà. Ýòî

èëëþñòðèðóåòñÿ èçâåñòíîé èíäèéñêîé ëåãåíäîé îá èçîáðåòàòåëå øàõìàò. Ìóäðåö â êà-

÷åñòâå íàãðàäû ïîïðîñèë ïîëîæèòü íà îäíó êëåòêó äîñêè çåðíî, íà âòîðóþ � äâà, íà

òðåòüþ � ÷åòûðå, è ò.ä. Âñåãî ïîíàäîáèòñÿ 264 � 1 � 1019 çåðåí, èëè ïîðÿäêà 3 � 1011

òîíí. Äàæå ñåé÷àñ íà Çåìëå ãîäîâîé ñáîð ìåíüøå ïðèìåðíî â 300 ðàç.

Òî æå ñàìîå ïîëó÷èì, íàéäÿ âðåìÿ äîñòèæåíèÿ äàííîãî óðîâíÿ:

t = � � ln(x=x0) :

Ïðè áîëüøîì îòíîøåíèè x=x0 âðåìÿ ïî÷òè íå çàâèñèò îò ýòîãî îòíîøåíèÿ. Íàïðèìåð,

ïðè x=x0 = 106 ïîëó÷èì � 14� , à ïðè ðîñòå àðãóìåíòà åùå â 100 ðàç áóäåò � 18;4�

� âñåãî íà 30% áîëüøå. Ëîãàðèôì è äîëæåí ìåíÿòüñÿ ñëàáî, êàê îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

ê áûñòðî ìåíÿþùåéñÿ ýêñïîíåíòå. Ó ôèçèêîâ äàæå åñòü ïîãîâîðêà: ¾Ëîãàðèôì � ýòî

íå ôóíêöèÿ¿. ×àñòî ïîÿâëÿþòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèå ðàñõîäèìîñòè, íî èõ íèêòî óæå íå

ïóãàåòñÿ, òàê êàê âñåãäà ìîæíî îãðàíè÷èòü àðãóìåíò, ïðè÷åì íå î÷åíü âàæíî, íà êàêîì

óðîâíå: äîñòàòî÷íî îöåíêè. Âîçâðàùàÿñü ê ýêîëîãèè, îòìåòèì, ÷òî ïðè ýêñïîíåíöèàëü-

íîì ðîñòå ýêîíîìèêè (íà � ïðîöåíòîâ â ãîä: e
0;01�t ) âðåìÿ èñ÷åðïàíèÿ ïðèðîäíûõ

ðåñóðñîâ ðàâíî íåñêîëüêèì õàðàêòåðíûì âðåìåíàì 100=� íåçàâèñèìî îò êîëè÷åñòâà
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ýòèõ ðåñóðñîâ.

Ñõîäñòâî óðàâíåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ñ óðàâíåíèåì êîëåáàíèé çàñëóæèâàåò îòäåëü-

íîãî îáñóæäåíèÿ. Ìû ìîæåì çàìåíèòü â 
2 íà �(i)2 , ãäå i � ýòî ìíèìàÿ åäèíèöà.

Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ êîëåáàòåëüíîå óðàâíåíèå, íî ñ ìíèìîé ÷àñòîòîé ! = i . Ôîðìàëü-

íî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ¾êîëåáàòåëüíûå¿ ðåøåíèÿ òèïà sin(!t) è cos(!t) . Ïîñêîëüêó,

íàïðèìåð, cos(!t) = (ei!t+e
�i!t)=2 , òî ïðè ìíèìîé ÷àñòîòå êàê ðàç ïîëó÷àòñÿ äåéñòâè-

òåëüíûå ýêñïîíåíòû. Îáðàòíî, êîëåáàíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾íåóñòîé÷èâîñòü¿

ñ ìíèìûì èíêðåìåíòîì. Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå ìîæåò ñîäåðæàòü ¾÷àñòîòó¿, èìå-

þùóþ êàê äåéñòâèòåëüíóþ, òàê è ìíèìóþ ÷àñòü, êàê áûëî äëÿ çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé.

Äåéñòâèòåëüíàÿ îáåñïå÷èâàåò êîëåáàíèÿ, ìíèìàÿ â çàâèñèìîñòè îò çíàêà � çàòóõàíèå

èëè ðîñò íåóñòîé÷èâîñòè.

Ðàçóìååòñÿ, íèêàêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü íå ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî äîëãîå

âðåìÿ. Íàïðèìåð, ïàäàþùèé êàðàíäàø íå ìîæåò èìåòü óñêîðåíèå áîëüøå g . Ïðè íå ìà-

ëîì óãëå íàêëîíà ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðåñòàíåò âûïîëíÿòüñÿ. Âñÿêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü

â ñâîå âðåìÿ ïåðåõîäèò â íåëèíåéíóþ ñòàäèþ. Îáû÷íî ïðè ýòîì ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò

ñìåíÿåòñÿ áîëåå ìåäëåííûì ñòåïåííûì, õîòÿ áûâàþò îáðàòíûå ïðèìåðû � ñàìîóñêîðÿ-

þùèåñÿ ïðîöåññû òèïà òåïëîâîãî âçðûâà èëè ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà.


