
ÌÅÕÀÍÈÊÀ

Êóðñ ëåêöèé äëÿ ÔÌØ

ÄÂÈÆÅÍÈÅ Â ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÌ ÏÎËÅ

À. Ï. Åðøîâ

25 îêòÿáðÿ 2003 ã.



Ãëàâà 6

ÄÂÈÆÅÍÈÅ Â

ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÌ ÏÎËÅ

Îí óìåð, äà! Íî îí íå ìîã óïàñòü,

Âîéäÿ â êðóãè ïëàíåòíîãî äâèæåíüÿ.

Áåçäîííàÿ âíèçó çèÿëà ïàñòü,

Íî áûëè ñëàáû ñèëû ïðèòÿæåíüÿ.

Åùå ó ãðåêîâ (Ïòîëåìåé, Ãèïïàðõ) ñóùåñòâîâàëè êèíåìàòè÷åñêèå òåîðèè äâèæåíèÿ

ïëàíåò. Ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì, ýòî áûëî îïèñàíèå äâèæåíèÿ èç çåìíîé ñèñòå-

ìû îòñ÷åòà, â âèäå ñóììû ðàâíîìåðíûõ âðàùåíèé ïî ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûì êðóãàì.

Ïîñëå ìíîãèõ óñîâåðøåíñòâîâàíèé ïîëó÷èëàñü äîâîëüíî òî÷íàÿ òåîðèÿ.

Êîïåðíèê ïðåäëîæèë ñèñòåìó îòñ÷åòà Ñîëíöà, êàê áîëåå âûäåëåííîãî öåíòðà (ñåé-

÷àñ ìîæíî ñêàçàòü � áîëåå èíåðöèàëüíóþ). Ïëàíåòû ëåòàëè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

ïî êðóãàì, êàê íàèáîëåå ñîâåðøåííûì ôèãóðàì. Òåîðèÿ ïîëó÷èëàñü ïðîùå, íî õóæå ïî

òî÷íîñòè, òàê êàê íå áûëî ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ (íà ñàìîì äåëå îðáèòû íå êðóãî-

âûå).

Òèõî Áðàãå ïðîâåë íàèáîëåå òî÷íûå èçìåðåíèÿ, à âïîñëåäñòâèè Êåïëåð îïèñàë èõ

òðåìÿ çàêîíàìè, êîòîðûå èçëàãàþòñÿ íèæå.

Íàêîíåö, áîëåå 300 ëåò íàçàä Íüþòîí âïåðâûå ñìîã îáúÿñíèòü äâèæåíèå ïëàíåò.

Ëþäè âïåðâûå ïîíÿëè óñòðîéñòâî ìèðîçäàíèÿ. Âñÿ ñîâðåìåííàÿ íàóêà íà÷àëàñü ñ íå-

áåñíîé ìåõàíèêè.

6.1 Ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà. Òðåòèé çàêîí Êåïëåðà

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îäíàæäû, îêîëî 1667 ã, íà Íüþòîíà â åãî ñàäó óïàëî ÿáëîêî. Íüþòîí

çàäóìàëñÿ íàä âîïðîñîì, ïî÷åìó âñå ïàäàåò íà Çåìëþ. Áûëî î÷åâèäíî ñóùåñòâîâàíèå

ïðèòÿãèâàþùåé ñèëû. Íî âîïðîñ, äàëåêî ëè îíà äåéñòâóåò. Íà âåðøèíàõ ãîð ïðèòÿæåíèå

ñîõðàíÿåòñÿ. Ìîæåò ëè îíî äîñòàâàòü äî Ëóíû?

Íüþòîí æå, êàê îòêðûâàòåëü ìåõàíèêè, ðàññìîòðåë äâèæåíèå ñïóòíèêà ïî êðóãîâîé

îðáèòå. Êðóãîâàÿ ñêîðîñòü âáëèçè ïîâåðõíîñòè Çåìëè V1 =
p
g0R� = 8 êì/ñ ñîîòâåò-

ñòâóåò ïåðèîäó îáðàùåíèÿ T0 = 2�R�=V1 = 6;28 � 6400=8 � 5000 ñ (84 ìèí = 1,4 ÷àñ).

Êàê æå ìåíÿåòñÿ ñèëà òÿãîòåíèÿ ñ óäàëåíèåì îò Çåìëè? Ê ñ÷àñòüþ äëÿ íàóêè, ó

Çåìëè èìååòñÿ åñòåñòâåííûé ñïóòíèê � Ëóíà. Ðàäèóñ åå îðáèòû R = 384000 êì â 60 ðàç
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ïðåâûøàåò ðàäèóñ Çåìëè. Åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ îöåíèòü óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè íà

îðáèòå Ëóíû. Âðÿä ëè ìîæíî ñîìíåâàòüñÿ, ÷òî èìåííî ïðèòÿæåíèå Çåìëè çàñòàâëÿåò

Ëóíó îáðàùàòüñÿ ïî îðáèòå.

Ïåðèîä îáðàùåíèÿ Ëóíû âîêðóã Çåìëè � ïðèáëèçèòåëüíî 1 ìåñÿö:

T � 30 � 24 = 720 ÷ = 2;6 � 106 ñ :

Ñêîðîñòü Ëóíû íà îðáèòå Vë = 2�R=T = 6;28 � 3;8 � 108=2;6 � 106 � 1000 ì/ñ. Óñêîðåíèå

Ëóíû aë = V 2
R=R ñðàâíèì ñ g. Ñêîðîñòü ïðèáëèçèòåëüíî â 8 ðàç ìåíüøå, ÷åì ó íèçêî

ëåòÿùåãî ñïóòíèêà, à ðàäèóñ îáðàùåíèÿ â 60 ðàç áîëüøå. Ñëåäîâàòåëüíî, óñêîðåíèå

Ëóíû

aë � g=(60)2 :

Òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ äàþò èìåííî 60
2, à íå 60�64 (íàäî ó÷åñòü, ÷òî ïåðâàÿ êîñìè÷åñêàÿ

ñêîðîñòü íà ñàìîì äåëå 7,9 êì/ñ, à ïåðèîä îáðàùåíèÿ Ëóíû, íàáëþäàåìûé ñ Çåìëè (29,5

ñóò), áîëüøå ¾íàñòîÿùåãî¿ ïåðèîäà â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, ñâÿçàííîé ñ Ñîëíöåì (27,3

ñóò), èç-çà ãîäîâîãî âðàùåíèÿ Çåìëè ïî îðáèòå).

Èòàê, ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèÿ â 60 ðàç óñêîðåíèå, à çíà÷èò, è âûçûâàþùàÿ åãî

ñèëà òÿãîòåíèÿ Çåìëè óìåíüøàåòñÿ â 3600 = 60
2 ðàç. Íüþòîí ñäåëàë âûâîä, ÷òî çåìíîå

òÿãîòåíèå ñïàäàåò îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà Çåìëè.

Ðàäèóñ îðáèòû Ëóíû ïðè Íüþòîíå óòî÷íÿëñÿ, è îí íå ïóáëèêîâàë ðàñ÷åò îêîëî 20 ëåò,

ïîêà íå ïîëó÷èë ñîâïàäåíèå ñ òî÷íîñòüþ 2%.

Â áóêâàõ: T = 2�R=V; V =
p
gR = V1

p
(g0R

2
�=R

2)R � R�1=2; T � R3=2 . Íüþòî-

íó áûë èçâåñòåí òðåòèé çàêîí Êåïëåðà: êâàäðàòû âðåìåí îáðàùåíèÿ îòíîñÿòñÿ êàê

êóáû áîëüøèõ ïîëóîñåé îðáèò. Äëÿ êðóãîâûõ îðáèò ïîëóîñü � ýòî ðàäèóñ, è ìû âèäèì,

÷òî òàêîé çàêîí ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñèëå ïðèòÿæåíèÿ, ñïàäàþùåé îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëü-

íî êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ. Ïîïóòíî îêàçàëîñü, ÷òî òàêàÿ æå ñèëà îáúÿñíÿåò äâèæåíèå

ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà, ñïóòíèêîâ Þïèòåðà è ò.ä.

Äàëåå, òÿæåñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññå òåëà (åùå Ãàëèëåé ïîêàçàë, ÷òî âñå òåëà

ïàäàþò ñ îäíèì óñêîðåíèåì). Íî ðàç òåëà ïðèòÿãèâàþòñÿ âçàèìíî, äîëæíà âõîäèòü è

ìàññà âòîðîãî òåëà:

F = G �
Mm

R2

(çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ). Ïîñòîÿííàÿ G , ïî èçìåðåíèÿì Êàâåíäèøà è äð., ðàâ-

íà 6,67�10�8 â ñèñòåìå ÑÃÑ (ñì3/(ã�ñ2)). Ïðè äâèæåíèè âîêðóã çàäàííîãî òåëà M ìû

÷óâñòâóåì òîëüêî ïðîèçâåäåíèå GM . Çíàÿ G , ìîæíî íàéòè M (¾âçâåñèòü Çåìëþ¿),

íàïðèìåð èç ðàâåíñòâà GMm=R2
�

= mg0 . Îòìåòèì, ÷òî âñåãäà âõîäèò ïðîèçâåäåíèå

GM , ïîýòîìó íå îáÿçàòåëüíî çàïîìèíàòü ïî îòäåëüíîñòè G è ìàññû ðàçëè÷íûõ íå-

áåñíûõ òåë. Ïðîùå ïîìíèòü, ñêàæåì, ðàçìåðû îðáèò è ñêîðîñòè ïëàíåò/ñïóòíèêîâ èëè

ïåðèîäû îáðàùåíèÿ. Âåêòîðíûé âèä çàêîíà òÿãîòåíèÿ:



6.2. Ìîìåíò èìïóëüñà è âòîðîé çàêîí Êåïëåðà 65

F = �G �
Mm

R2
�
R

R
:

Ìèíóñ îçíà÷àåò ïðèòÿæåíèå (ïðîòèâ R ). Ìîæíî ïîêàçàòü (îòëîæèì äî áóäóùåãî ãî-

äà), ÷òî ñôåðà è øàð çàäàííîé ìàññû ïðèòÿãèâàþò ìàëîå òåëî, íàõîäÿùååñÿ ñíàðóæè,

êàê åñëè áû èõ ìàññà áûëà ïîìåùåíà â öåíòð. Íà òåëî, íàõîäÿùååñÿ âíóòðè, ñôåðà

íå äåéñòâóåò ñîâñåì, à ó øàðà ¾ðàáîòàþò¿ òîëüêî âíóòðåííèå ñëîè (êîòîðûå áëèæå ê

öåíòðó).

6.2 Ìîìåíò èìïóëüñà è âòîðîé çàêîí Êåïëåðà

Ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà öåíòðàëüíàÿ, è ó êàæäîé ïëàíåòû äîëæåí ñîõðàíÿòüñÿ ìîìåíò

èìïóëüñà, ïîñ÷èòàííûé èç Ñîëíöà:

L = mV?R = const :

Çäåñü V? � ïîïåðå÷íàÿ ñêîðîñòü (ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê ðàäèóñó). Ïðîèçâåäåíèå V?R�t

� ýòî óäâîåííàÿ ïëîùàäü ìàëîãî òðåóãîëüíèêà, çàìåòàåìîãî ïëàíåòîé çà âðåìÿ �t

(ðèñ. 6.1). Âòîðîé çàêîí Êåïëåðà êàê ðàç è óòâåðæäàåò, ÷òî çà ðàâíûå ïðîìåæóòêè

âðåìåíè äàííàÿ ïëàíåòà çàìåòàåò ðàâíûå ïëîùàäè. (Ðàçóìååòñÿ, äðóãàÿ ïëàíåòà çàìåòåò

äðóãîå). ×åì áëèæå ê Ñîëíöó, òåì áîëüøå ïîïåðå÷íàÿ ñêîðîñòü ïëàíåòû.

Ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà ïðèìåðó 1 èç ï. 5.3. Çàìåòèì, ÷òî ñî-

Ðèñ. 6.1.

õðàíÿåòñÿ íå ïîïåðå÷íàÿ ñêîðîñòü (õîòÿ ñèëà åé ïåðïåíäèêóëÿð-

íà), à ïðîèçâåäåíèå ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòè íà ðàäèóñ. Ðåêîìåíäó-

åòñÿ îáäóìàòü ýòîò ïàðàäîêñ.

Êðîìå Ñîëíöà, åñòü ñèëà ñî ñòîðîíû äðóãèõ ïëàíåò. Ðàññìîò-

ðèì âçàèìîäåéñòâèå ïðèìåðíî îäèíàêîâûõ ïëàíåò, êàê Çåìëÿ è

Âåíåðà. Ìîìåíò ñèëû ñî ñòîðîíû âòîðîé ïëàíåòû M � (Gm2=R2
) � R . Âðåìÿ, çà êî-

òîðîå òàêîé ìîìåíò ñèëû ñïîñîáåí çàìåòíî èçìåíèòü ìîìåíò èìïóëüñà, áóäåò ïîðÿä-

êà L=M = mVR=(Gm2=R) . Òî æå ìîæíî íàïèñàòü êàê mV=(Gm2=R2
) , òî åñòü èì-

ïóëüñ/ñèëó, èëè V=(Gm=R2
) : ñêîðîñòü/óñêîðåíèå. Åñëè áû â ñèëå ñòîÿëî ïðîèçâåäåíèå

ìàññ Ñîëíöà è ïëàíåòû, êàê ðàç áû âûøëî âðåìÿ ïîðÿäêà ãîäà � ïåðèîäà îáðàùåíèÿ.

Òåïåðü æå ïîëó÷èòñÿ õàðàêòåðíîå âðåìÿ, áîëüøåå â îòíîøåíèå ìàññ Ñîëíöà è ïëàíåòû,

òî åñòü 2 � 1033=6 � 1027 � 10
6 ëåò. Àñòðîíîìè÷åñêè ýòî âðåìÿ ïóñòÿêîâîå.

Êàçàëîñü áû, ïëàíåòíûå ñèñòåìû èç-çà âçàèìíîãî âëèÿíèÿ äîëæíû áûòü êðàéíå

íåóñòîé÷èâû. Íî ñåé÷àñ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî Ñîëíå÷íàÿ ñèñòåìà ñóùåñòâóåò ñòàáèëüíî óæå

íåñêîëüêî ìèëëèàðäîâ ëåò. Ðåàëüíî çà ìíîãî îáîðîòîâ ïëàíåòû ìîìåíò ñèëû îò äðóãèõ

ïëàíåò ÷àñòî ìåíÿåò çíàê è â ñðåäíåì ïðàêòè÷åñêè íóëåâîé, ÷òî ÷àñòè÷íî îáúÿñíÿåò

óñòîé÷èâîñòü ïëàíåòíûõ îðáèò. Íî âåðíî è òî, ÷òî íå âñÿêàÿ îðáèòà ñòàáèëüíà. Ëåãêî

ïîíÿòü, ÷òî êàæäàÿ ïëàíåòà ñîçäàåò âîêðóã ñåáÿ ¾îêíî¿ ïóñòîòû, îòêóäà âåñü ìàòåðè-

àë çàõâàòûâàåòñÿ èëè âûáðàñûâàåòñÿ. Íî íå íàäî äóìàòü, ÷òî çîíà âëèÿíèÿ ïëàíåòû
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îãðàíè÷åíà îðáèòàìè ñîñåäîê � ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà äàëüíîäåéñòâóþùàÿ. Íàïðèìåð,

åñëè ïåðèîäû êðàòíûå, èëè îòíîøåíèå èõ áëèçêî ê îòíîøåíèþ íåáîëüøèõ öåëûõ ÷èñåë,

âîçìîæíû ðåçîíàíñû. Ïðè ôîðìèðîâàíèè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû íàâåðíÿêà ïîâñþäó âîç-

íèêàëè êîðîòêîæèâóùèå ñãóñòêè âåùåñòâà, íî âûæèëè ñðåäè íèõ òîëüêî òå, êîòîðûå

¾äîãîâîðèëèñü¿ ìåæäó ñîáîé, òî åñòü èìåëè óñòîé÷èâûå îðáèòû. Óñòîé÷èâîñòü Ñîë-

íå÷íîé ñèñòåìû èññëåäóåòñÿ äî ñèõ ïîð. Èç-çà áîëüøîãî âðåìåíè åå ñóùåñòâîâàíèÿ è

ñëîæíîñòè çàäà÷è (âçàèìîäåéñòâóþò 9 áîëüøèõ ïëàíåò) ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû òîëüêî â

ïîñëåäíèå ãîäû ñòàëè äàâàòü ñêîëüêî-íèáóäü îïðåäåëåííûå ðåçóëüòàòû, äëÿ ÷åãî áûëè

ïîñòðîåíû ñïåöèàëüíûå êîìïüþòåðû.

6.3 Ýôôåêòèâíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ïëàíåòû:

mV 2
R

2
+
mV 2

?

2
�
GMm

R
= E :

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âûáðàíà íóëåâîé íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñêîðîñòü ðàçëîæåíà íà äâå

ïåðïåíäèêóëÿðíûå ñîñòàâëÿþùèå: VR âäîëü ðàäèóñà è ïîïåðå÷íóþ V? . Èç ñîõðàíåíèÿ

ìîìåíòà èìïóëüñà mV?R = L . Âûðàæàåì V? è ïîäñòàâëÿåì:

mV 2
R

2
+

L2

2mR2
�
GMm

R
= E :

Åñëè ââåñòè ôóíêöèþ Ueff (R) = L2=2mR2 � GMm=R , òî ïîëó÷àåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ

ýíåðãèè äëÿ îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ, íî ñ äðóãîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé Ueff âìåñòî

íàñòîÿùåé U = �GMm=R :

mV 2
R

2
+ Ueff (R) = E :

Ueff íàçûâàþò ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé. Ïëàíåòà äâèæåòñÿ ïî ðà-

äèóñó òàê, êàê åñëè áû ïðîèñõîäèëî îäíîìåðíîå äâèæåíèå â ïîëå ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-

ãèåé Ueff .

Ãðàôèê Ueff (R) ïîêàçàí íà ðèñ. 6.2. Ïðè ìàëûõ R ýôôåê-

Ðèñ. 6.2.

òèâíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïîëîæèòåëüíà è âåëèêà (ïðåîá-

ëàäàåò ïåðâîå ñëàãàåìîå). Ïðè R = R1 = L2=(2GMm2
) Ueff

îáðàùàåòñÿ â íóëü, à ïðè áîëüøèõ R îòðèöàòåëüíà, èìåÿ ìè-

íèìóì ïðè R2 = 2R1 è äàëåå âîçðàñòàÿ äî íóëÿ. Îòñþäà âèäíî,

÷òî äâèæåíèå êà÷åñòâåííî ðàçíîå ïðè ïîëîæèòåëüíîé è ïðè îò-

ðèöàòåëüíîé ïîëíîé ýíåðãèè E .

Ïðè E < 0 ïëàíåòà êîëåáëåòñÿ (ïî ðàäèóñó) â ïîòåíöèàëü-

íîé ÿìå. Ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ E îòâå÷àåò ìèíèìóìó Ueff .

Òîãäà íà ðàäèóñå äîñòóïíà îäíà òî÷êà, òî åñòü ïëàíåòà âðàùàåòñÿ ïî êðóãó, ïðè ýòîì
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E = �mV 2=2 = �GMm=2R2 . Ñ ïîâûøåíèåì E ðàçðåøåííàÿ îáëàñòü êîëåáàíèé ïî ðà-

äèóñó ðàñòåò. Êàê ýòî äåëàëîñü â ï. 4.4, ìîæíî âû÷èñëèòü ïåðèîä êîëåáàíèé (ïðîâåäÿ

ãðîìîçäêîå èíòåãðèðîâàíèå). Óâåëè÷åíèå E äî íóëÿ ðàñøèðÿåò ãðàíèöû äâèæåíèÿ îò

R1 äî áåñêîíå÷íîñòè è óâåëè÷èâàåò ïåðèîä.

Ïðè ïîëîæèòåëüíîé ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèöà îòðàæàåòñÿ îò ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà

ïðè R < R1 , òî åñòü ðàäèóñ ïðîõîäèò ÷åðåç ìèíèìóì è çàòåì ðàñòåò äî áåñêîíå÷íîñòè.

Çíà÷èò, â ñèñòåìå äâóõ òåë íåâîçìîæåí ãðàâèòàöèîííûé çàõâàò, êîòîðûé òðåáîâàë áû

ïåðåõîäà îò ïîëîæèòåëüíîé ïîëíîé ýíåðãèè ê îòðèöàòåëüíîé. Îòòàëêèâàþùèé áàðüåð

âîçíèêàåò èç-çà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî L2=(2mR2
) â ýôôåêòèâíîé ýíåðãèè è íàçûâàåòñÿ

öåíòðîáåæíûì. Êàê íè ñòðàííî, ïðè íåíóëåâîì ìîìåíòå èìïóëüñà L (êîãäà åñòü õîòü

ìàëàÿ ïîïåðå÷íàÿ ñêîðîñòü) íåëüçÿ äîáðàòüñÿ äî öåíòðà ïðèòÿãèâàþùåãî ïîëÿ. Èç-çà

ñîõðàíåíèÿ L ïîïåðå÷íàÿ ñêîðîñòü ñ óìåíüøåíèåì ðàäèóñà ðàñòåò, è íà ïðîäîëüíóþ íå-

õâàòàåò ýíåðãèè. Ïîýòîìó íå íàáëþäàåòñÿ ïàäåíèå íà Ñîëíöå êîìåò (õîòÿ îíè åæåãîäíî

¾ïûòàþòñÿ¿) è ïî÷òè íåâîçìîæíî ïîïàñòü â Ñîëíöå ðàêåòîé. Äëÿ êîñìîíàâòà ðåàëüíåå

îïàñíîñòü ïîãèáíóòü îò íåäîñòàòêà âîçäóõà íà îðáèòå, åñëè íåò òîïëèâà äëÿ òîðìîæåíèÿ

(óìåíüøåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà), ÷åì îïàñíîñòü óïàñòü ñ îðáèòû èç-çà ñîïðîòèâëåíèÿ

àòìîñôåðû, êîòîðîå ìîæåò ñêàçàòüñÿ ïîñëå ìåñÿöåâ ïîëåòà1.

Ðèñ. 6.3.

Êðîìå äâèæåíèÿ ïî ðàäèóñó, ïëàíåòà åùå âðàùàåòñÿ âîêðóã Ñîëíöà, òî åñòü äâè-

æåòñÿ è ¾ïî óãëó¿. Ïîñêîëüêó ìîìåíò èìïóëüñà ñîõðàíÿåòñÿ, L = mRV? = mR2! =

mR2d'=dt , óãîë ' èçìåíÿåòñÿ ìîíîòîííî (âñå âðåìÿ ðàñòåò), õîòÿ è íåðàâíîìåðíî. Íà-

ëîæåíèå êîëåáàíèé ïî ðàäèóñó è âðàùåíèÿ ìîæåò äàâàòü ðàçëè÷íûå (âîîáùå ãîâîðÿ,

íåçàìêíóòûå) òðàåêòîðèè â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âðåìåíåì îáîðîòà T'

è ïåðèîäîì êîëåáàíèÿ ïî ðàäèóñó TR (ðèñ. 6.3). Äëÿ âàðèàíòà à) T' ñëåãêà áîëüøå

1Óïàñòü íà Ñîëíöå èëè ïëàíåòó âñå æå ìîæíî, ïîñêîëüêó ýòî íå òî÷êè, à äîâîëüíî áîëüøèå øàðû. Ñ

16 ïî 22 èþëÿ 1994 ãîäà íàÞïèòåð ïàäàëè îáëîìêè êîìåòû SL9 (ðàçìåðàìè â íåñêîëüêî êèëîìåòðîâ, ñî

ñêîðîñòüþ îêîëî 60 êì/ñ). Íà Çåìëþ ïîñòîÿííî ïàäàþò ìåòåîðèòû. Îäíàêî ¾ïðèöåëèòüñÿ¿ â ìèøåíü,

íåñìîòðÿ íà åå ïðèòÿæåíèå, íàäî î÷åíü òî÷íî.
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TR , à äëÿ âàðèàíòîâ á),â) 5TR > T' > 4TR. Âàðèàíòû á) è â) îòëè÷àþòñÿ àìïëèòóäîé

êîëåáàíèÿ ïî ðàäèóñó. Â ñëó÷àå á) ÷àñòü òðàåêòîðèè ¾âûïóêëà âíóòðü¿. Öåíòðîñòðå-

ìèòåëüíîå óñêîðåíèå íàïðàâëåíî â òàêèõ ìåñòàõ íàðóæó. Â íüþòîíîâñêîì ïîëå òàêàÿ

òðàåêòîðèÿ íåâîçìîæíà: Ñîëíöå âñåãäà ïðèòÿãèâàåò ïëàíåòó ê ñåáå, à äëÿ òðàåêòîðèè

á) â ìåñòàõ íàèáîëüøåãî ñáëèæåíèÿ öåíòð ÿâíî îòòàëêèâàåò ¾ïëàíåòó¿. Îäíàêî â ïîëå

ïðèòÿæåíèÿ âîçìîæíû òðàåêòîðèè òèïà à) è â), â ëþáîé òî÷êå âûïóêëûå íàðóæó.

Óíèêàëüíîñòü íüþòîíîâñêîãî çàêîíà òÿãîòåíèÿ, îêàçûâàåòñÿ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ

ëþáîé ôèíèòíîé (ò.å. íå óõîäÿùåé íà áåñêîíå÷íîñòü) îðáèòû T' = TR ! Ýòî çíà÷èò, ÷òî

îðáèòà çàìêíóòà. Ïîâåðíóâøèñü íà óãîë 2� , ïëàíåòà ïðèõîäèò â òó æå òî÷êó ñ òîé

æå ñêîðîñòüþ. Êàê âûÿñíèë åùå Êåïëåð,

ïëàíåòû äâèæóòñÿ ïî ýëëèïñàì, ïðè÷åì Ñîëíöå íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ôîêóñîâ.

Òðàåêòîðèè æå áîëåå îáùåãî âèäà, òèïà ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 6.3, âîçìîæíû â ïîëÿõ,

îòëè÷àþùèõñÿ îò íüþòîíîâñêîãî (íàïðèìåð, åñëè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â ôîðìóëå äëÿ

ñèëû íå ðàâåí (�2)).

6.4 Ïåðâûé è òðåòèé çàêîíû Êåïëåðà

Íàéäåì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ïëàíåòà îáðàùàåòñÿ ïî ýëëèïñó,

ïðåæäå íàäî êàê ìèíèìóì ïîíÿòü, ÷òî òàêîå ýëëèïñ. Ïî íåîáõîäèìîñòè âûâîä ïîëó÷èòñÿ

äîâîëüíî äëèííûì.

Èñïîëüçóåì êàê èñõîäíóþ òî÷êó êðóãîâîå äâèæåíèå, â êîòîðîì ìû óæå íåïëîõî

ðàçáèðàåìñÿ. Ïóñòü ñïóòíèê îáðàùàåòñÿ âîêðóã ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà O ïî êðóãî-

âîé îðáèòå ðàäèóñà R. Íà íåãî äåéñòâóåò ñèëà F, âñå âðåìÿ íàïðàâëåííàÿ ê öåíòðó.

Ïîñêîëüêó ñèëà â êàæäîé òî÷êå îðáèòû ïåðïåíäèêóëÿðíà ïåðåìåùåíèþ, îíà íå ìåíÿåò

âåëè÷èíû ñêîðîñòè v, à òîëüêî ïîâîðà÷èâàåò âåêòîð v, òàê ÷òî îí îñòàåòñÿ ïåðïåí-

äèêóëÿðíûì ðàäèóñó. Õîòÿ âåëè÷èíà v íå ìåíÿåòñÿ, ñàì âåêòîð v, êîíå÷íî, íå áóäåò

ïîñòîÿííûì. Çà ìàëîå âðåìÿ �t ñèëà ïðîèçâîäèò èçìåíåíèå �v, ïî âåëè÷èíå ðàâíîå

F�t=m, à íàïðàâëåííîå ïåðïåíäèêóëÿðíî v, ò.å. ê öåíòðó. Â ðåçóëüòàòå ñêîðîñòü ïî-

ñòîÿííî ïîâîðà÷èâàåòñÿ.

Ïåðåâåäåì ñïóòíèê íà íåêðóãîâóþ îðáèòó, ïðèäàâ åìó â ¾âåðõíåé¿ òî÷êå îðáèòû A

äîïîëíèòåëüíóþ ñêîðîñòü u, íàïðàâëåííóþ âäîëü ðàäèóñà. Ðåçóëüòèðóþùàÿ ñêîðîñòü â

òî÷êå A óæå íå ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñó, è íîâàÿ îðáèòà çàâåäîìî íå áóäåò êðóãîâîé.

Ïî êðàéíåé ìåðå, âíà÷àëå ñïóòíèê áóäåò óäàëÿòüñÿ îò öåíòðà (ðèñ. 6.4). Íàì íóæíî

äîêàçàòü, ÷òî íîâàÿ îðáèòà � ýòî ýëëèïñ ñ ôîêóñîì â òî÷êå O.

Çàìåòèì, ÷òî íà íîâîé îðáèòå ñïóòíèê èìååò òîò æå ñàìûé ìîìåíò èìïóëüñà, ÷òî

áûë ó íåãî íà êðóãîâîé. Äåéñòâèòåëüíî, â òî÷êå A äîáàâêà ñêîðîñòè u òî÷íî ðàäèàëüíà,

à ìîìåíò èìïóëüñà îïðåäåëÿåòñÿ ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòüþ. Ïðè ïîñëåäóþùåì äâèæåíèè

ïî îðáèòå ìîìåíò èìïóëüñà òîæå íå ìåíÿåòñÿ êàê ñîõðàíÿþùàÿñÿ âåëè÷èíà. (Åñëè áû

ìû òîëêíóëè ñïóòíèê íå ïî ðàäèóñó, ìîìåíò èìïóëüñà ñòàë áû, êîíå÷íî, äðóãèì.) Äðó-
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ãèìè ñëîâàìè, çà âðåìÿ �t ðàäèóñ-âåêòîð íà íîâîé îðáèòå çàìåòåò òàêóþ æå ïëîùàäü,

êàêóþ çàìåë áû çà ýòîò æå ïðîìåæóòîê �t íà ñòàðîé êðóãîâîé (ñì. ðèñ. 6.4 ).

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî çà ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè

Ðèñ. 6.4.

íà êðóãîâîé è íà íîâîé îðáèòå ðàäèóñ-âåêòîð ñïóòíèêà

ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà ðàçëè÷íûå óãëû. Äëÿ ìàëîãî óã-

ëà ïîâîðîòà ' ïëîùàäü ñåêòîðà êðóãà áóäåò ïðèáëèçè-

òåëüíî R2
sin'=2 � R2'=2. Äëÿ ñåêòîðà íîâîé îðáèòû

ïëîùàäü áóäåò r2'1=2 (òàê êàê óãîë '1 ìàë, íà÷àëü-

íûé è êîíå÷íûé ðàäèóñû ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû). Åñ-

ëè ýòè ïëîùàäè ðàâíû, òî óãîë '1 ÿâíî ìåíüøå ' íà

íà÷àëüíîì ó÷àñòêå òðàåêòîðèè, ãäå r > R.

Íàì áóäåò óäîáíåå, ñðàâíèâàÿ äâå îðáèòû, áðàòü ðàçíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè,

ïðè÷åì òàêèå, ÷òîáû îäèíàêîâûì áûë óãîë ïîâîðîòà ðàäèóñ-âåêòîðà. Ïîñêîëüêó çà

íåáîëüøèå èíòåðâàëû äâèæåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîìåðíûì, óãëû ' è '1 ïðîïîðöèî-

íàëüíû èíòåðâàëàì âðåìåíè. Åñëè çà âðåìÿ �t ìû èìåëè íà êðóãå ', à íà íîâîé îðáèòå

çà òî æå âðåìÿ âûéäåò óãîë '1 = (R2=r2)', òî åãî íàäî óâåëè÷èòü â r2=R2 ðàç, äëÿ ÷åãî

ïîòðåáóåòñÿ âðåìÿ

�t1 = (r2=R2
)�t :

Ïðè r > R ðàäèóñ-âåêòîð âðàùàåòñÿ ìåäëåííåå, òðåáóåòñÿ áîëüøåå âðåìÿ äëÿ ïîâîðîòà

íà òîò æå óãîë.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ñëåäóåò òîëüêî èç ñîõðàíåíèÿ ðàâåíñòâà çàìåòàåìûõ ïëîùà-

äåé äëÿ äâóõ îðáèò, ò.å. èç öåíòðàëüíîñòè ñèëû. Òåïåðü èñïîëüçóåì íüþòîíîâñêóþ çà-

âèñèìîñòü ñèëû îò ðàññòîÿíèÿ. Ñíà÷àëà çàïèøåì èçìåíåíèå âåêòîðà èìïóëüñà m�v çà

âðåìÿ �t äëÿ êðóãîâîé îðáèòû:

m�v = F�t :

Íà íîâîé æå îðáèòå çà âðåìÿ �t1 èçìåíåíèå èìïóëüñà ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì èçìå-

íèâøåéñÿ ñèëû F �R2=r2:

m�v1 = F �
R2

r2
��t1 = F �

R2

r2
�
r2

R2
�t = F�t :

Ïîëó÷àåòñÿ óäèâèòåëüíî ïðîñòîé ðåçóëüòàò: äëÿ íàøèõ äâóõ îðáèò

ïðè ïîâîðîòå ðàäèóñ-âåêòîðà íà îäèíàêîâûé óãîë èçìåíåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè òî÷íî

îäèíàêîâû!

Íî åñëè ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî ìàëîãî ïîâîðîòà, òî è äëÿ ëþáûõ óãëîâ êàê

ñóììû ìàëûõ ïîâîðîòîâ ïîëó÷àåì òî æå ñàìîå.

Òåïåðü ìû ìîæåì ëåãêî íàéòè ñêîðîñòü â ëþáîé òî÷êå íîâîé òðàåêòîðèè. Ïðîâåäåì

â ýòó òî÷êó (T íà ðèñ. 6.5) ðàäèóñ-âåêòîð. Îí ïåðåñå÷åò â íåêîòîðîé òî÷êå T0 èñõîäíóþ

îêðóæíîñòü. Íà ïóòè îò A äî T0 ïî îêðóæíîñòè âåêòîð ñêîðîñòè èçìåíèëñÿ: èç ãîðè-

çîíòàëüíîãî v0 ïîëó÷èëñÿ v, ïåðïåíäèêóëÿðíûé OT. Íî òàêèì æå áóäåò èçìåíåíèå
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âåêòîðà ñêîðîñòè ïðè äâèæåíèè ïî íîâîé òðàåêòîðèè. Â òî÷êå A ñêîðîñòü áûëà v0 +u,

çíà÷èò, â òî÷êå T áóäåò v+ u!

Íàì óäàëîñü âûÿñíèòü âàæíóþ âåùü. Äîñòàòî÷íî ïðî-

Ðèñ. 6.5.

âåñòè â ëþáóþ òî÷êó îðáèòû ðàäèóñ-âåêòîð, îòëîæèòü ïåð-

ïåíäèêóëÿðíî åìó (ïîñòîÿííûé ïî âåëè÷èíå) âåêòîð êðó-

ãîâîé ñêîðîñòè v è ïðèáàâèòü (ïîñòîÿííûé ïî âåëè÷èíå è

íàïðàâëåíèþ) âåêòîð u, è ìû ïîëó÷èì ïîëíûé âåêòîð ñêî-

ðîñòè â ýòîé òî÷êå.

Âîîðóæèâøèñü íîâûìè ñâåäåíèÿìè, ìû ìîæåì ïîëó-

÷èòü è àíàëèòè÷åñêîå óðàâíåíèå îðáèòû. Çàïèøåì ïîñòî-

ÿííûé ìîìåíò èìïóëüñà â âèäå

L = mvR = m(v � u � cos') � r

(ñëåâà � èñõîäíîå çíà÷åíèå, ñïðàâà � çíà÷åíèå â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå, v � u � cos' � ýòî

ïîïåðå÷íàÿ ñêîðîñòü), èìååì

r =
R

1� (u=v) � cos'
: (6.1)

Ýòî è áóäåò óðàâíåíèåì îðáèòû â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, ïðè óñëîâèè u < v � óðàâíå-

íèåì ýëëèïñà.

Íî òî÷íî ëè ýòî ýëëèïñ? Áåçóñëîâíî, ïîëó÷èëñÿ íå êðóã: r ÿâíî çàâèñèò îò óãëà '.

ßñíî òàêæå, ÷òî çàâèñèìîñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 2�, ò.å. ÷åðåç ïîëíûé îáîðîò

çíà÷åíèÿ ðàäèóñà ïîâòîðÿþòñÿ. Çíà÷èò, îðáèòà çàìêíóòà. Íî ìîæåò áûòü, ýòî âñåãî

ëèøü êàêîé-òî îâàë?

Ýëëèïñ � ýòî êðèâàÿ, ó êîòîðîé ñóììà ðàññòîÿ-

Ðèñ. 6.6.

íèé äî äâóõ äàííûõ òî÷åê, íàçûâàåìûõôîêóñàìè,

ïîñòîÿííà. Îáîçíà÷èì ýòó ïîñòîÿííóþ 2a è çàïè-

øåì ýòî óñëîâèå (ðèñ. 6.6):

r +
p
r2 + 4c2 � 4rc � cos' = 2a :

Çäåñü 2c � ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè. Îñâîáîæ-

äàÿñü îò êîðíÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå òî÷íî â òàêîé

ôîðìå, êàê (6.1):

r =
(a2 � c2)=a

1� (c=a) � cos'
: (6.2)

Äëèíà a � ýòî áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà, îòíîøåíèå c=a íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòå-

òîì è îáîçíà÷àåòñÿ ", êîìáèíàöèÿ p = (a2 � c2)=a = a(1� "2) � ýòî ïàðàìåòð ýëëèïñà

(äëÿ íàøåãî ïîñòðîåíèÿ ïàðàìåòðîì ýëëèïñà ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñ R èñõîäíîé êðóãîâîé

îðáèòû). Çíà÷èò, ìû íàêîíåö äîêàçàëè, ÷òî
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ïëàíåòû îáðàùàþòñÿ ïî ýëëèïñó, â îäíîì èç ôîêóñîâ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ Ñîëíöå.

(Áûòü ìîæåò, íå ïîìåøàåò îòìåòèòü, ÷òî â äðóãîì ôîêóñå íè÷åãî çàìå÷àòåëüíîãî íå

íàõîäèòñÿ.)

Ïðè äðóãîé çàâèñèìîñòè ñèëû îò ðàññòîÿíèÿ, îòëè÷àþùåéñÿ îò çàêîíà îáðàòíûõ

êâàäðàòîâ, çàìêíóòîé ôèãóðû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò (ïåðèîä êîëåáàíèé ïî ðàäèóñó

íå ðàâåí ïåðèîäó îáðàùåíèÿ). Òî, ÷òî â íüþòîíîâñêîì ïîëå ïîëó÷àþòñÿ ñòàáèëüíûå

çàìêíóòûå îðáèòû, ñëóæèò äëÿ âåñüìà òî÷íîãî ïîäòâåðæäåíèÿ ñòåïåíè 2 â çàêîíå òÿ-

ãîòåíèÿ.

Ïîëåçíî âûðàçèòü ýëåìåíòû îðáèòû íå ÷åðåç ïàðàìåòðû u ; v ; R, êîòîðûå âîçíèê-

ëè íåñêîëüêî èñêóññòâåííûì îáðàçîì, à ÷åðåç ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû � ýíåðãèþ è

ìîìåíò èìïóëüñà. Íà èñõîäíîé êðóãîâîé îðáèòå

mv2=R = GMm=R2 ; v =

p
GM=R ;

E0 =
mv2

2
�
GMm

R
� �

mv2

2
� �

GMm

2R
; L = mvR = m

p
GMR :

Íà íîâîé îðáèòå ìîìåíò èìïóëüñà òîò æå, îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåì

R =
L2

GMm2
:

Ïîñëå òîë÷êà, ïåðåâîäÿùåãî íà ýëëèïòè÷åñêóþ îðáèòó, ýíåðãèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ:

E = E0 +mu2=2 = �mv2=2 +mu2=2 ; u =

p
v2 + 2E=m :

Íàì íóæíî îòíîøåíèå u=v =

p
1 + 2E=mv2 =

p
1 + 2ER=GMm. Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî

íàéäåííîå âûøå R, èìååì

r =
p

1� " � cos'
; (6.3)

ãäå

p = L2=(GMm2
) ; " =

r
1 +

2EL2

G2M2m3
: (6.4)

Ïðè îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèè (îãðàíè÷åííîå äâèæåíèå) " < 1. Òîãäà çíàìåíàòåëü

â (6.3) âñåãäà ïîëîæèòåëåí. Ðàäèóñ r ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò p=(1 + ") äî p=(1 � ").

Äëÿ îêðóæíîñòè ýêñöåíòðèñèòåò " = 0, à ó âûòÿíóòîãî ýëëèïñà ýêñöåíòðèñèòåò áëèçîê

ê 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè òåëî âðàùàëîñü ïî êðóãó ñî ñêîðîñòüþ v è ìû äîáàâèì

ñêîðîñòü âäîëü ðàäèóñà u � v, ýíåðãèÿ îñòàíåòñÿ îòðèöàòåëüíîé è òåëî íå óéäåò íà

áåñêîíå÷íîñòü.

Ïðè ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèè " > 1 è çíàìåíàòåëü (1 � " cos') îáðàùàåòñÿ â íóëü

ïðè cos' = 1=" (íàïðèìåð, äëÿ " = 2 ïðè óãëàõ �60Æ). Ðàäèóñ ïðè ýòîì îáðàùàåòñÿ â

áåñêîíå÷íîñòü. Òàêàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëîé (â ðàìêàõ íàøåãî âûâîäà ãèïåð-

áîëà ïîëó÷àåòñÿ ïðè u > v). Ïî ãèïåðáîëàì ëåòÿò ìåòåîðèòû è êîìåòû, ïðèõîäÿùèå

èç äðóãèõ çâåçäíûõ ñèñòåì � íà áåñêîíå÷íîñòè îíè èìåþò, ñàìî ñîáîé, ïîëîæèòåëüíóþ
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êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ. Ïðè íóëåâîé ýíåðãèè " = 1 è òðàåêòîðèÿ � ïàðàáîëà, äëÿ êî-

òîðîé u = v, ò.å. ïîëíàÿ ñêîðîñòü
p
u2 + v2 â

p
2 ðàç áîëüøå êðóãîâîé v; ýòî êàê áû

âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü äëÿ äàííîãî ðàññòîÿíèÿ R îò öåíòðà). Âèäû êðèâûõ ïðè

" = 0;5 (ýëëèïñ), " = 1 (ïàðàáîëà) è " = 2 (ãèïåðáîëà) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6.7,à�â.

Èíòåðåñíî, ÷òî âñå òðè êðèâûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè

Ðèñ. 6.7.

ñå÷åíèè êîíóñà ïëîñêîñòüþ (êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ, ðàñ-

ñìîòðåííûå Àïîëëîíèåì åùå â III âåêå äî í.ý.). ßñíî,

êàê ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì êðóã, à ýëëèïñ ïîëó÷èò-

ñÿ, åñëè êîñî ðàçðåçàòü öèëèíäð; ïîñêîëüêó æå êîíóñ

îòëè÷àåòñÿ îò öèëèíäðà, òî èíòóèöèÿ íå ïðèâåòñòâó-

åò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ýëëèïñ ñå÷åíèåì êîíóñà. Òåì

íå ìåíåå ýëëèïñ âûõîäèò, ïðè÷åì äâà øàðà, ¾çàæàòûõ¿

ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ êîíóñà è ñåêóùåé ïëîñêîñòüþ, êà-

ñàþòñÿ ïîñëåäíåé èìåííî â ôîêóñàõ ýëëèïñà (òåîðåìà

Àäàìàðà, ïîïðîáóéòå åå äîêàçàòü). ×òî áóäåò ñî âïè-

ñàííûìè øàðàìè â ñëó÷àÿõ ïàðàáîëû è ãèïåðáîëû?

Ñ äðåâíîñòè îðáèòû ñâåòèë ïûòàëèñü ñâåñòè ê ¾èäå-

àëüíûì¿ êðèâûì. Åùå Êîïåðíèê çàñòàâëÿë ïëàíåòû

ëåòàòü ïî êðóãàì êàê íàèáîëåå ñîâåðøåííûì ôèãóðàì.

Êåïëåð óñòàíîâèë, ÷òî ïëàíåòû äâèæóòñÿ ïî ýëëèïñàì

(êîòîðûå òîæå ¾ñîâåðøåííû¿, õîòÿ, êîíå÷íî, íå â òàêîé

ñòåïåíè, êàê êðóãè), è ñ÷èòàë ýòîò ðåçóëüòàò îêîí÷à-

òåëüíûì. Åñëè áû äàííûå Òèõî Áðàãå áûëè òî÷íåå ðàç

â äåñÿòü, Êåïëåð çàìåòèë áû ìàëûå îòêëîíåíèÿ îò ýë-

ëèïòè÷íîñòè, ò.å. � êðóøåíèå âñåõ åãî íàäåæä. Â òàêîé

ñèòóàöèè âïîðó âîçâðàùàòüñÿ ê ïîïðàâêàì òèïà Ïòîëå-

ìååâûõ. Èçîáðåòàòåëüíîñòè Êåïëåðó áûëî íå çàíèìàòü:

ïðåäñòàâëåíèå îá ýòîì äàþò åãî èäåè, ñîãëàñíî êîòîðûì

ïëàíåòíûå îðáèòû òàêîâû, ÷òî â íèõ äîëæíû ïîî÷åðåä-

íî âïèñûâàòüñÿ ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè. Íî, êîíå÷íî, êàêîãî-ëèáî ñîâåðøåíñòâà

ïîäïðàâëåííûì îðáèòàì ïðèïèñûâàòü óæå íåëüçÿ.

Ñ ïîçèöèé æå äèíàìèêè ýëëèïñ � ýòî òîëüêî ïåðâîå ïðèáëèæåíèå, è ñ ó÷åòîì âçà-

èìíîãî âëèÿíèÿ ïëàíåò íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé îæèäàòü êàêîãî-ëèáî ¾ñîâåðøåíñòâà¿

îðáèòû. Ãàðìîíèþ ñëåäóåò èñêàòü â äðóãîì ìåñòå � â çàìå÷àòåëüíîé ïðîñòîòå çàêîíà

òÿãîòåíèÿ. Ïëàíåòû íå îáÿçàíû õîäèòü ïî ïðåäóñòàíîâëåííûì îðáèòàì, íî èõ äâèæåíèå

ìîæíî ïðåäñêàçàòü, çíàÿ ñèëû è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ è âñÿ ìåõàíèêà Íüþòîíà ¾ïðîèçîøëè¿ èç

èññëåäîâàíèÿ ïëàíåòíûõ îðáèò. Êíèãà Íüþòîíà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà íàòóðàëüíîé

ôèëîñîôèè¿, ñîäåðæàùàÿ åãî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû â ìåõàíèêå, â òîì ÷èñëå è çàêîí
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âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, âûøëà â 1687 ã. Íüþòîí íàïèñàë ýòó êíèãó áëàãîäàðÿ íàñòîé÷è-

âîñòè Ýäìóíäà Ãàëëåÿ (1656�1742), èçâåñòíîãî àñòðîíîìà.

Îïèñàííûé âûøå âûâîä çàêîíà Êåïëåðà ïîçâîëÿåò î÷åíü ïðîñòî íàéòè òðàåêòîðèþ

ïëàíåòû ãðàôè÷åñêè. Çíàÿ ñêîðîñòü, ñòðîèì ïåðåìåùåíèå çà íåáîëüøîé èíòåðâàë �t è

ïîëó÷àåì íîâóþ òî÷êó òðàåêòîðèè. Ïðîâîäèì â ýòó òî÷êó ðàäèóñ-âåêòîð è ñòðîèì íî-

âîå ïåðåìåùåíèå. Êàê ìû âûÿñíèëè, âåêòîð ñêîðîñòè ìåíÿåòñÿ òàê æå, êàê íà êðóãîâîé

îðáèòå, ò.å. âñÿêèé ðàç ñêëàäûâàåòñÿ èç ïåðïåíäèêóëÿðíîé ðàäèóñó êðóãîâîé ñêîðîñòè

v è ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè u. Ïîýòîìó âñÿêèé ðàç íàäî îòêëàäûâàòü îäíî è òî æå ïåðå-

ìåùåíèå v�t ïåðïåíäèêóëÿðíî ðàäèóñó, à çàòåì u�t ââåðõ. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó,

ïîëó÷àåì âñþ îðáèòó.

Çàäà÷à.

à). Èìååòñÿ èñõîäíàÿ êðóãîâàÿ îðáèòà. Èçîáðàæåííàÿ â îïðåäåëåííîì ìàñøòàáå íà ìèë-

ëèìåòðîâêå, îíà èìååò ðàäèóñ 5 ñì. Ïóñòü êðóãîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà 2, à èíòåðâàë�t = 1,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåùåíèþ 2 ñì çà êàæäûé øàã. Ñêîðîñòü u, êîòîðóþ ñïóòíèêó

ïðèäàëè, ÷òîáû ñáèòü ñ êðóãîâîé îðáèòû, ïóñòü áóäåò âäâîå ìåíüøå. Íà ðèñ. 6.8, à ïîêà-

çàíû íåñêîëüêî ïåðâûõ øàãîâ; êàæäûé ðàç îòìåðÿåì 2 ñì ïåðïåíäèêóëÿðíî òåêóùåìó

ðàäèóñó è 1 ñì ââåðõ. Ïîñòðîèòü íà ìèëëèìåòðîâîé áóìàãå ïîëíóþ òðàåêòîðèþ, ïîëüçó-

ÿñü ÷åðòåæíûì òðåóãîëüíèêîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà ê ðàäèóñó è ëèíåéêîé

ëèáî öèðêóëåì îòìåðÿÿ ðàññòîÿíèÿ.

Ðèñ. 6.8.

á). Ïðîñòåéøèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ, îïèñàííûé âûøå, äàëåê îò ñîâåðøåíñòâà. Íàïðè-

ìåð, ïðè íóëåâîé äîáàâêå u âìåñòî êðóãà âûéäåò ðàçâîðà÷èâàþùàÿñÿ ñïèðàëü. ×òîáû

ïîëó÷èòü ñêîëüêî-íèáóäü õîðîøóþ îðáèòó, ïîòðåáóþòñÿ î÷åíü ìàëûå øàãè è, çíà÷èò,

áîëüøèå çàòðàòû âðåìåíè. Íà ðèñ. 6.8, á ïîêàçàíû äâà óòî÷íåííûõ âàðèàíòà, êîòîðûå

ó÷èòûâàþò íåáîëüøîé ïîâîðîò ñêîðîñòè v â ïðåäåëàõ øàãà: 2 ñì íàäî îòêëàäûâàòü

ïåðïåíäèêóëÿðíî íå íà÷àëüíîìó, à íåêîòîðîìó ñðåäíåìó ïîëîæåíèþ ðàäèóñ-âåêòîðà.

Ïîñòðîéòå òðàåêòîðèþ, ïîëüçóÿñü îäíèì èç óòî÷íåííûõ ìåòîäîâ. Íàéäèòå ïîëîæåíèå
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âòîðîãî ôîêóñà. Ïðîâåðüòå ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîñòîÿíñòâî ñóììû ðàññòîÿíèé.

Òåïåðü ëåãêî ðàçîáðàòüñÿ è ñ òðåòüèì çàêîíîì Êåïëåðà. Ïåðèîä îáðàùåíèÿ ìîæíî

íàéòè, ïîäåëèâ ïëîùàäü ýëëèïñà íà çàìåòàåìóþ â åäèíèöó âðåìåíè ïëîùàäü. Ýëëèïñ

� ýòî ñïëþùåííûé êðóã: åãî ïëîùàäü ðàâíà S = �ab, ãäå b � ìàëàÿ ïîëóîñü. Èç ðèñ. 6.6

âèäíî, ÷òî

b =
p
a2 � c2 � a

p
1� "2 :

¾Ñêîðîñòü çàìåòàíèÿ¿ òà æå, ÷òî íà èñõîäíîé êðóãîâîé îðáèòå, è ðàâíà vR=2. Ïåðèîä

îáðàùåíèÿ

T =
�ab

vR=2
�

2�Rab

vR2
=

2�R

v
�
a2
p
1� "2

R2
:

Ïåðâûé ìíîæèòåëü � ýòî ïåðèîä T0 îáðàùåíèÿ ïî êðóãó ðàäèóñà R. Êàê ïîêàçàíî ïðè

âûâîäå (6.2), 1� "2 = R=a. Çàìåíÿÿ
p
1� "2 íà

p
R=a, ïîëó÷àåì

T

T0
=

� a
R

�3=2
;

÷òî è òðåáîâàëîñü: êâàäðàòû ïåðèîäîâ îòíîñÿòñÿ êàê êóáû áîëüøèõ ïîëóîñåé. Ýòî óñòà-

íîâëåíî äëÿ äàííîãî êðóãà è ëþáîãî ýëëèïñà, êîòîðûé èç íåãî ïîëó÷àåòñÿ ñïîñîáîì,

ïîêàçàííûì íà ðèñ. 6.5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëëèïñà ïîäõîäÿùèé êðóã (ñ ðàäèóñîì,

ðàâíûì ïàðàìåòðó ýëëèïñà) âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü. Äëÿ ëþáûõ æå äâóõ êðóãîâûõ

îðáèò òðåòèé çàêîí Êåïëåðà îäíîçíà÷íî ñâÿçàí ñ çàêîíîì òÿãîòåíèÿ (ñì. ï. 6.1). Ñëå-

äîâàòåëüíî, òðåòèé çàêîí Êåïëåðà äîêàçàí äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îðáèò.

Ñîãëàñíî (6.3), áîëüøàÿ ïîëóîñü a ðàâíà (p=(1+ ")+ p=(1� "))=2 = p=(1� "2) : Ïîä-

ñòàâèì èç (6.4) p è " è ïîëó÷èì a = �GMm=2E (íàïîìíèì, ÷òî ýíåðãèÿ îòðèöàòåëüíà).

Äëÿ êðóãîâîé îðáèòû E = �GMm=2R è êàê ðàç ïîëó÷àåòñÿ a = R. Ïî òðåòüåìó çàêîíó

Êåïëåðà, T 2 � a3 � jEj�3. Ñëåäîâàòåëüíî, îò ìîìåíòà èìïóëüñà ïðè äàííîé ýíåðãèè ïå-
ðèîä îáðàùåíèÿ íå çàâèñèò. Äîïóñòèì, åñëè çàïóñòèòü ñî ñêîðîñòüþ 9 êì/ñ äâà ñíàðÿäà,

îäèí âåðòèêàëüíî ââåðõ, à äðóãîé ãîðèçîíòàëüíî, â òî÷êó çàïóñêà îíè âåðíóòñÿ ïðàêòè-

÷åñêè îäíîâðåìåííî (ïåðâûé ÷óòü ðàíüøå, òàê êàê ÷àñòü åãî òðàåêòîðèè ïðîõîäèò ¾ïîä

çåìëåé¿).

6.5 Ðåàêòèâíîå äâèæåíèå. Òðàåêòîðèè êîñìè÷åñêèõ

ïîëåòîâ

Àðòèëëåðèÿ è ïîäîáíûå ñïîñîáû íå ïîçâîëÿþò ðàçîãíàòü òåëà çàìåòíûõ ðàçìåðîâ äî

êîñìè÷åñêèõ ñêîðîñòåé. Äëÿ ýòîãî ñëóæèò ðåàêòèâíûé ïðèíöèï.

Ïðåäñòàâèì ñåáå òåëåæêó ìàññû Mf , íàãðóæåííóþ N ñíàðÿäàìè ìàññû m êàæ-

äûé. Ñíàðÿäû âûáðàñûâàþòñÿ óñòðîéñòâîì (ìàññà êîòîðîãî âêëþ÷åíà â Mf ) ñî ñêî-

ðîñòüþ u îòíîñèòåëüíî òåëåæêè. Èç-çà îòäà÷è òåëåæêà ðàçãîíÿåòñÿ. Êàê âûãîäíåå
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áðîñàòü ñíàðÿäû � ñðàçó èëè ïî î÷åðåäè � äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè

òåëåæêè V ?

Ðàññìîòðèì âûáðàñûâàíèå ïåðâîãî ñíàðÿäà, êîòîðûé ïîëåòèò ñî ñêîðîñòüþ v1 .

Òåëåæêà ïðèîáðåòåò ñêîðîñòü �V1 :

mv1 + (Mf + (N � 1)m)�V1 = 0 ; v1 ��V1 = u

(ñîõðàíåíèå èìïóëüñà è êèíåìàòèêà). Èñêëþ÷àÿ v1 , íàõîäèì ïðèðàùåíèå ñêîðîñòè

òåëåæêè:

�V1 =
mu

Mf +Nm
:

Ñëîâàìè: îòáðîøåííàÿ ìàññà óìíîæàåòñÿ íà îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü è äåëèòñÿ íà ñóì-

ìàðíóþ ìàññó äî âûáðîñà. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì ñëåäóþùåå ïðèðàùåíèå ñêîðîñòè:

�V2 =
mu

Mf + (N � 1)m
:

Ïîñëå âûáðîñà âñåõ ñíàðÿäîâ

V = �V1 +�V2 + : : : = u

�
m

Mf +Nm
+

m

Mf + (N � 1)m
+ : : :+

m

Mf + 1 �m

�
:

Âñåãî â ñêîáêå N ñëàãàåìûõ. Åñëè âñå ñíàðÿäû âûáðîñèòü ñðàçó,

V =
Nmu

Mf +Nm
= u

�
m

Mf +Nm
+

m

Mf +Nm
+

m

Mf +Nm

�
:

Âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ïåðâîãî, â ïîñëåäíåì âàðèàíòå ìåíüøå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïî î÷å-

ðåäè âûáðàñûâàòü ëèøíèå âåùè âûãîäíåå.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè åäèíîâðåìåííîì âûáðîñå âñåãäà V < u . Ïîýòîìó äëÿ äîñòèæåíèÿ

áîëüøèõ ñêîðîñòåé òåëåæêîé íóæíà ïî êðàéíåé ìåðå òàêàÿ æå ñêîðîñòü âûáðîñà. Íî

òîãäà ëó÷øå ðàçãîíÿòü íå òåëåæêó, à ñíàðÿä. Ïðè ïîî÷åðåäíîì æå âûáðîñå çíàìåíàòåëè

äðîáåé óìåíüøàþòñÿ, è åñòü íàäåæäà ïîëó÷èòü êîíå÷íóþ ñêîðîñòü áîëüøå u . Íà ñàìîì

äåëå âûáðàñûâàþòñÿ èç ðàêåòû íå ¾ñíàðÿäû¿, à ãîðÿ÷èå ãàçû. Âìåñòî m ïðàâèëüíåå

îáîçíà÷èòü âûáðîøåííóþ ìàññó ÷åðåç �M (M óìåíüøàåòñÿ), à ñóììó Mf + km

îáîçíà÷àåì òåêóùåé ìàññîé M (ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà). Òîãäà

V = u �
X �M

M
= u �

MiZ
Mf

dM

M
= u � ln(M)

����
Mi

Mf

= u � ln
�
Mi

Mf

�
:

Ìàòåìàòè÷åñêîå äîïîëíåíèå

Ëîãàðèôìû

Ó íàñ ïîÿâèëîñü íîâîå îáîçíà÷åíèå: ln . Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ãàäàòü, îò÷åãî ýòî òàêîé

èíòåãðàë áóäåò èìåííî íàòóðàëüíûì ëîãàðèôìîì (òàê íàçûâàåòñÿ ýòà ôóíêöèÿ),

ïðèìåì îïðåäåëåíèå:

lnx =

xZ
1

dt

t
:
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Ãåîìåòðè÷åñêè ëîãàðèôì � ïëîùàäü ïîä êðèâîé y = 1=x (ðèñ. 6.9). Èç îïðåäåëåíèÿ

ÿñíî, ÷òî ln 1 = 0 (èíòåãðàë îò 1 äî 1 � íóëåâàÿ ïëîùàäü). Íàéäåì ln 2 ; ýòî ïëîùàäü,

ÿâíî ìåíüøàÿ 1, íî áîëüøàÿ 0,5. Ðàçáèâàåì ïðîìåæóòîê îò 1 äî 2 íà 10 ÷àñòåé:

ln 2 =
1

2
(
1

1
+

1

1;1
) � 0;1 +

1

2
(
1

1;1
+

1

1;2
) � 0;1 + : : :+

1

2
(
1

1;9
+

1

2
) � 0;1 =

= 0;1(
1

2
+

1

1;1
+

1

1;2
+ : : :+

1

1;9
+

1

4
) = 0;6938

(ïðîâåðüòå íà êàëüêóëÿòîðå). Áîëåå òî÷íî ln 2 = 0;6931 . Òàê ìîæíî ïîëó÷èòü òàáëèöó

ëîãàðèôìîâ:

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

lnx 0 0,69 1,1 1,39 1,61 1,79 1,95 2,08 2,2 2,3

Ïðè ïðîñìîòðå òàáëèöû ìîæíî çàìåòèòü òàêèå ñîâïàäåíèÿ:

Ðèñ. 6.9.

ln 4 = ln 2+ln 2 ; ln 6 = ln 3+ln 2 , è ò.ä. Ñëó÷àéíî ëè ýòî? Ïóñòü

èçâåñòåí lnx . Íàéäåì ln 2x :

ln 2x =

2xZ
1

dt

t
=

xZ
1

dt

t
+

2xZ
x

dt

t
:

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå îáîçíà÷èì t = x � u , ãäå u � íîâàÿ

ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Òîãäà

2xZ
x

dt

t
=

2Z
1

du

u
= ln 2 !

Ãåîìåòðè÷åñêè ðàâåíñòâî
R 2x

x
dt=t =

R 2

1
du=u ñîâåðøåííî ïîíÿòíî: âûñîòà ïåðâîé ôèãó-

ðû â x ðàç ìåíüøå, à ãîðèçîíòàëüíûé ðàçìåð � âî ñòîëüêî æå ðàç áîëüøå. Ìû ïîëó÷èëè

ðàâåíñòâî ln 2x = ln 2 + lnx . Ðàçóìååòñÿ, òî æå ñàìîå áóäåò äëÿ ëþáîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

ln(x � y) = lnx+ ln y :

Ñëîâàìè: Ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ñóììå ëîãàðèôìîâ ñîìíîæèòåëåé.

Äî ýïîõè êàëüêóëÿòîðîâ òàáëèöû ëîãàðèôìîâ øèðîêî èñïîëüçîâàëèñü â ðàñ÷åòàõ, ïî-

çâîëÿÿ çàìåíèòü óìíîæåíèå ñëîæåíèåì: ÷èñëà ïåðåìíîæàþòñÿ, à èõ ñòåïåíè ñêëàäû-

âàþòñÿ (íàãëÿäíî ýòîò ïðîöåññ âèäåí íà ëîãàðèôìè÷åñêîé ëèíåéêå). Ñàìè æå òàáëèöû

âû÷èñëåíû áåç âñÿêèõ êîìïüþòåðîâ î÷åíü îñòðîóìíûìè ñïîñîáàìè (ïðåäñòàâëåíèå î

êîòîðûõ äàåòñÿ â êóðñå Ð.Ôåéíìàíà).

Ãäå-òî ìåæäó 2 è 3 (áëèæå ê ïîñëåäíåìó) äîëæíî áûòü òàêîå ÷èñëî e , ó êîòîðîãî

ëîãàðèôì ðàâåí 1:
R e

1
(dt=t) = 1 . Ëåãêî îöåíèòü ýòî ÷èñëî, êîòîðîå íàçûâàþò îñíîâà-

íèåì íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ:

1;1 = ln 3 =

3Z
1

dt

t
=

eZ
1

dt

t
+

3Z
e

dt

t
� 1 +

3� e

3
) e � 2;7 :
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Òåïåðü çàïèøåì î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà:

ln e = 1; ln e2 = 2; ln e3 = 3; : : : ln en = n; è âîîáùå ln ex = x :

Îêàçûâàåòñÿ, ëîãàðèôì ÷èñëà y ìîæíî ïîíèìàòü è êàê ñòåïåíü, â êîòîðóþ íàäî

âîçâåñòè ÷èñëî e , ÷òîáû ïîëó÷èòü y . Îáû÷íî òàê è îïðåäåëÿþò ëîãàðèôì.

Ãðàôèê ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè èçîáðàæåí íà ðèñ. 6.10. Ëîãàðèôì ÷èñëà, ìåíü-

øåãî 1, îòðèöàòåëåí, íàïðèìåð, ln 0;1 = �2;3026 . Ïîëåçíî òàêæå çàïîìíèòü, ÷òî ëîãà-
ðèôì ÷àñòíîãî ðàâåí ðàçíîñòè ëîãàðèôìîâ äåëèìîãî è äåëèòåëÿ. Âáëèçè ïåðå-

ñå÷åíèÿ ñ ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ ln(1 + x) � x , ïîêà x� 1 . Ïðè áîëüøèõ x ëîãàðèôì

ðàñòåò êðàéíå ìåäëåííî ( ln 10
2
= 4;6; ln 10

3
= 6;9; ln 10

4
= 9;2; ln 10

6
= 13;8 ).

Ëîãàðèôì ln âîçíèê ó íàñ åñòåñòâåííûì (íàòóðàëüíûì) îáðàçîì, îò÷åãî è íàçûâàåòñÿ

íàòóðàëüíûì. Ïðèìåíÿþòñÿ è äðóãèå ëîãàðèôìû, âçÿòûå ïî äðóãîìó îñíîâàíèþ, íà-

ïðèìåð, äåñÿòè÷íûé ( lg 10 = 1; lg 10
2
= 2; : : : ò.å. 10lgx = x ). Äåñÿòè÷íûé ëîãàðèôì

ìåíüøå íàòóðàëüíîãî â 2;3026 = ln 10 ðàç: 10
x
= ex ln 10 .

Ðèñ. 6.10. Ðèñ. 6.11.

Ýêñïîíåíòà

Ýêñïîíåíòà, èëè ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ex � exp(x) � ýòî ïîïðîñòó ôóíêöèÿ,

îáðàòíàÿ ëîãàðèôìó:

elnx = x; ln(ex) = x :

Îíà òîæå óäîáíåå (íàòóðàëüíåå), ÷åì áîëåå îáùàÿ ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ( 10
x è

ò.ä.). Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò ýêñïîíåíòû ðàâíà òîé æå ñàìîé ýêñïîíåíòå.

Äåéñòâèòåëüíî, íàéäåì, êàê ïðîèçâîäíóþ îò ñëîæíîé ôóíêöèè,

d(ln ex)

dx
=

1

ex
�
d(ex)

dx
= 1 ; )

d(ex)

dx
= ex ;

ïîñêîëüêó ln ex = x . Â ôèçèêå ÷àùå â ïîêàçàòåëå èìååòñÿ åùå êîýôôèöèåíò:

d(ekx)=dx = k � ekx .
Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ëîãàðèôìó, ýêñïîíåíòà � î÷åíü áûñòðî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ:

x 0 1 2 3 4 10

exp(x) 1 2,72 7,34 20,1 54,6 2,2�104
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Äëÿ îòðèöàòåëüíûõ x ex < 1 . Ñ ðîñòîì àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ îòðèöàòåëüíîãî

àðãóìåíòà ýêñïîíåíòà î÷åíü áûñòðî ñïàäàåò (íàïðèìåð, e�10 = 1=e10). Âáëèçè íóëÿ

ex � 1 + x . Ãðàôèê ýêñïîíåíòû èçîáðàæåí íà ðèñ. 6.11. Êàê è ïîëàãàåòñÿ äëÿ îáðàò-

íûõ ôóíêöèé, ãðàôèêè ëîãàðèôìà è ýêñïîíåíòû çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî

ïðÿìîé y = x .

Ëîãàðèôì è ýêñïîíåíòó ìîæíî óâÿçàòü åùå îäíèì ïîó÷èòåëüíûì ñïîñîáîì. Âñïîì-

íèì íàøå îïðåäåëåíèå ëîãàðèôìà ÷åðåç èíòåãðàë. Íî âåäü ýòî èíòåãðàë îò ñòåïåííîé

ôóíêöèè, êàçàëîñü áû, ýëåìåíòàðíûé:
R
tndt = tn+1=(n + 1) . Íå òóò-òî áûëî: â íàøåì

ñëó÷àå n+ 1 = 0 ! ×òîáû íå äåëèòü íà íîëü, íàéäåì ïî÷òè òàêîé æå èíòåãðàë

xZ
1

t�
dt

t
=

xZ
1

t��1dt =
t�

�

����
x

1

=
x� � 1

�
:

Ïóñòü � ! 0 , òàê ÷òî äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü t� � 1 , è çíà÷åíèå èíòåãðàëà

ïðàêòè÷åñêè ðàâíî ëîãàðèôìó:

lim
�!0

x� � 1

�
= lnx ;

òàê êàê x� � exp(� lnx) � 1+� lnx ïðè ìàëûõ � . Âîò îòêóäà âûëåçàåò ýòîò ëîãàðèôì

ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñòåïåíè. Êñòàòè, òåïåðü âèäíî, ïî÷åìó íå ñòðàøíî äåëèòü íà íîëü:

â ÷èñëèòåëå òîæå íîëü. Ïðîâåðüòå ýòîò ïðåäåë íà êàëüêóëÿòîðå.

Ïóñòü òåïåðü x = e . Òîãäà (e� � 1)=� � 1 , è ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà e

â âèäå çàìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà:

e = lim
�!0

(1 + �)1=� :

Íàïðèìåð,

1;110 = 2;594; 1;01100 = 2;705; 1;0011000 = 2;7169; 1;000110000 = 2;71814 .

Ñíîâà ï. 6.5

Mi � ýòî íà÷àëüíàÿ ìàññà ¾çàðÿæåííîé¿ ðàêåòû. Âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü â ïðèíöèïå íå

îãðàíè÷åíà, åñëè ìàññà òîïëèâà çàìåòíî áîëüøå, ÷åì ñêîðîñòü ïóñòîé ðàêåòû. Îáû÷íî

ìàññà Mf çàäàíà (ïðèáîðû èëè áîåçàðÿä, êîðïóñ). Òîãäà ëåãêî íàéòè íà÷àëüíóþ ìàññó,

íåîáõîäèìóþ äëÿ äîñòèæåíèÿ êîíå÷íîé ñêîðîñòè V :

Mi = Mf � exp(V=u) :

Ïîñëåäíþþ ôîðìóëó íàçûâàþò ôîðìóëîé Öèîëêîâñêîãî. Íàø äîâîëüíî äëèííûé

âûâîä, êîíå÷íî, íåîáÿçàòåëåí. Ìîæíî ñðàçó íàïèñàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà:

udM = MdV ; èëè
dM

M
=
dV

u
;

èç êîòîðîãî èíòåãðèðîâàíèåì ïîëó÷àåòñÿ òà æå ôîðìóëà.



6.5. Ðåàêòèâíîå äâèæåíèå. Òðàåêòîðèè êîñìè÷åñêèõ ïîëåòîâ 79

Ðàêåòà ¾Ñîþç¿ ñ íà÷àëüíîé ìàññîé 310 ò âûâîäèò íà îðáèòó 7 ò. Îòíîøåíèå

ìàññ ïðèìåðíî 44 , êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü � 8 êì/ñ. Ìîæíî îöåíèòü ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ

u � 8= ln(44) = 8=3;8 = 2;1 êì/ñ. Íà ñàìîì äåëå ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ 2,5 � 3 êì/ñ,

íî êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü ïîëó÷àåòñÿ ìåíüøå, à ðàñõîä òîïëèâà áîëüøå èç-çà âëèÿíèÿ âå-

ñà êîíñòðóêöèè (áàêè, äâèãàòåëè): ñóõàÿ ìàññà ðàêåòû 30 ò. Ïî äîðîãå ëèøíèå äåòàëè

ñáðàñûâàþòñÿ, êàê òîëüêî îòïàäåò â íèõ íàäîáíîñòü (ìíîãîñòóïåí÷àòàÿ êîíñòðóêöèÿ).

Äëÿ ðàêåòû ¾Ïðîòîí¿ îòíîøåíèå ìàññ 670 ò/20 ò = 33,5 è u � 8= ln(33;5) = 8=3;5 = 2;3

êì/ñ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ¾ýôôåêòèâíàÿ¿ ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ, ó÷èòûâàþùàÿ ïî-

òåðè èç-çà íåèäåàëüíîé êîíñòðóêöèè.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ äëÿ îòå÷åñòâåííûõ ðàêåò 2,2 êì/ñ, îöåíèì ñòàð-

òîâóþ ìàññó äëÿ äîñòèæåíèÿ âòîðîé êîñìè÷åñêîé ñêîðîñòè: Mi = Mf � exp(11=2;2) =
Mf � exp(5) = 7;3 �20 �Mf = 150Mf . (Ïîëåçíî ïîìíèòü, ÷òî exp(3) = 20 è exp(2) = 7;3 ).

×òîáû îòïðàâèòü îäíó òîííó íà áåñêîíå÷íîñòü, íàäî ñæå÷ü 150 òîíí. Åñëè ìû õîòèì

ñëåòàòü íà Ìàðñ çà íåäåëþ, ïîíàäîáèòñÿ ñêîðîñòü ïîðÿäêà 50 � 106=(7 � 24 � 3600) = 80

êì/ñ , è äëÿ ðàçãîíà ïîíàäîáèòñÿ exp(35) = 10
15 òîíí íà êàæäóþ òîííó âåñà. ßñíî, ÷òî

òàêèå ñêîðîñòè íåäîñòèæèìû äëÿ õèìè÷åñêèõ äâèãàòåëåé. ßäåðíûé ðåàêòîð, íàãðåâà-

þùèé âîäîðîä, ïîçâîëèë áû ïîäíÿòü u äî 9 êì/ñ, è ïîíàäîáèëîñü áû ¾âñåãî¿ 10
5 òîíí

(ïîêàçàòåëü óìåíüøèòñÿ âòðîå). Òåõíè÷åñêèé æå ïðåäåë ìàññû ðàêåòû � òûñÿ÷è òîíí.

Êîíå÷íî, õîðîøî áû èìåòü ôîòîííûå äâèãàòåëè.

Ïîýòîìó êîñìè÷åñêèå ïîëåòû òðåáóþò ìèíèìàëüíûõ ïðèðàùåíèé ñêîðîñòè. Ðåàê-

òèâíûé ïðèíöèï íåýôôåêòèâåí, íî îñòàëüíûå åùå õóæå. Ðàññìîòðèì çàïóñê çà ïðåäåëû

Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ïðè ñêîðîñòè çàïóñêà V3 âäàëè îò Çåìëè àïïàðàò áóäåò èìåòü îò-

íîñèòåëüíî íåå ñêîðîñòü Vrel :

mV 2
rel

2
=
mV 2

3

2
�
GmM�

R�
=
mV 2

3

2
�
mV 2

2

2
;

ãäå V2 � âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü. Ñ ó÷åòîì äâèæåíèÿ Çåìëè ïî îðáèòå ñî ñêî-

ðîñòüþ VE = 30 êì/ñ àïïàðàò â ñèñòåìå Ñîëíöà èìååò ìàêñèìóì VE+Vrel , åñëè çàïóùåí

ïî ïîëåòó Çåìëè. Ñêîðîñòü VE � ýòî âðîäå ïåðâîé êîñìè÷åñêîé (òî÷íåå, êðóãîâîé) íà

îðáèòå Çåìëè; åñëè åå óìíîæèòü íà
p
2 , ïîëó÷èòñÿ àíàëîã âòîðîé êîñìè÷åñêîé, äîñòà-

òî÷íîé, ÷òîáû ïîêèíóòü Ñîëíå÷íóþ ñèñòåìó. Èìååì Vrel = 30�(
p
2�1) = 12 êì/ñ , òîãäà

òðåòüÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü V3 =
p
112 + 122 �= 16 êì/ñ. Ïðè ýòîì ïîëåò ïðîèñõîäèò

ïî ïàðàáîëå, êàñàþùåéñÿ îðáèòû Çåìëè.

×òîáû ïîïàñòü íà Ñîëíöå, íóæíà Vrel � 30 êì/ñ íàçàä ïî äâèæåíèþ; òîãäà â

ñèñòåìå Ñîëíöà àïïàðàò îñòàíîâèòñÿ (ìîìåíò èìïóëüñà L = 0 ). Ïðè çàïóñêå íàäî

ðàçâèòü
p
112 + 302 � 31;5 êì/ñ. Åñëè ó÷åñòü ðàçìåð Ñîëíöà, íàäî ÷óòü ïîìåíüøå, íî

âñå ðàâíî ìíîãî è ïðàêòè÷åñêè íåäîñòèæèìî.

Ïîëåò ê Þïèòåðó òðåáóåò íåñêîëüêî ìåíüøèõ çàòðàò, ÷åì ê çâåçäàì. Ìèíèìàëüíûì

ïðèðàùåíèå ñêîðîñòè áóäåò äëÿ ãîìàíîâñêîé òðàåêòîðèè � ïîëîâèíêè ýëëèïñà, êàñà-

þùåãîñÿ îðáèò Çåìëè è Þïèòåðà (ðèñ. 6.12). Ïðèìåð ðàñ÷åòà: îáîçíà÷àåì ñêîðîñòü â
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ñèñòåìå Ñîëíöà, íàáðàííóþ ïîñëå ñòàðòà ñ Çåìëè, Vs . Â ïîëåòå ñîõðàíÿþòñÿ ìîìåíò

èìïóëüñà è ýíåðãèÿ:

Ðèñ. 6.12.

VsRE = VfRJ ;
V 2
s

2
�
GM�

RE

=
V 2
f

2
�
GM�

RJ

:

Çäåñü RE è RJ � ðàäèóñû îðáèò Çåìëè è Þïèòåðà, Vf

� ñêîðîñòü àïïàðàòà íà ïîäëåòå ê Þïèòåðó. Ïîñëå îòðûâà

îò Çåìëè äâèæåìñÿ óæå â ïîëå òÿãîòåíèÿ Ñîëíöà (âõîäèò

M� ). Ïîëó÷àåì

Vs =

r
GM�

RE

�
r

2RJ

RE +RJ

= 30

r
2 � 5;2
1 + 5;2

= 30�1;25 = 30+7;5 êì/ñ.

Çàìåòèì, ÷òî ìû èçáåãàåì ïîäñòàâëÿòü G è M ïðè âû÷èñëåíèÿõ, ñòàðàÿñü çàìåíÿòü

èõ íà ïðîñòûå êîìáèíàöèè òèïà êðóãîâîé ñêîðîñòè
p
GM=R è ñòàðàåìñÿ èñïîëüçî-

âàòü îòíîñèòåëüíûå ðàäèóñû. Ñîâðåìåííûé øêîëüíèê, âîîðóæåííûé êàëüêóëÿòîðîì,

íàîáîðîò, ïîäñòàâëÿåò âñå ïðÿìîëèíåéíî, ïðè÷åì äåñÿòü ÷åëîâåê ÷åðåç äîëãîå âðåìÿ

ïîëó÷àþò äåñÿòü ðàçíûõ îòâåòîâ.

Ñêîðîñòü Vrel îòíîñèòåëüíî Çåìëè áóäåò 7,5 êì/ñ, è òðåáóåìîå ïðèðàùåíèå ñêî-

ðîñòè �V =

p
112 + 7;52 = 13;3 êì/ñ. Âèäíî, ÷òî â îñíîâíîì òðóäíî îòîðâàòüñÿ îò

Çåìëè, à äàëüøå óæå ëåã÷å. Ðàêåòà ñ íà÷àëüíîé ìàññîé 1000 ò ìîæåò ïîñëàòü ê Þïè-

òåðó 1000� exp(�6) � 2,5 ò. Êîñìîíàâòèêà � äîðîãîå óäîâîëüñòâèå. Îòìåòèì åùå, ÷òî

ïîëåò ïðîäîëæàåòñÿ ((1 + 5;2)=2)3=2 � 0;5 = 2;3 ãîäà (3 çàêîí Êåïëåðà). Íàäî ïîïàñòü â

¾îêíî¿ çàïóñêà, ÷òîáû ÷åðåç ýòî âðåìÿ Þïèòåð áûë íå ãäå ïîïàëî íà ñâîåé îðáèòå, à

êàê ðàç â íóæíîì ìåñòå. Òàêèå îêíà äëèòåëüíîñòüþ îêîëî 2 íåäåëü ïîâòîðÿþòñÿ â ñëó-

÷àå ñ Þïèòåðîì ðàç â � 11 ìåñÿöåâ. Åñëè çàïóñêàòü â ñëó÷àéíîå âðåìÿ, ðàñõîä òîïëèâà

ðàñòåò êàòàñòðîôè÷åñêè.

Îòêóäà ñëåäóåò îïòèìàëüíîñòü âûáðàííîé òðàåêòîðèè? Ìû óæå âèäåëè, ÷òî áîëü-

øàÿ ïîëóîñü îðáèòû îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ýíåðãèåé. Íàïðàâëÿÿ ïðèðàùåíèå ñêîðîñòè

�V âäîëü óæå èìåþùåãîñÿ äâèæåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ Vorb , ìû ïîëó÷èì ìàêñèìàëüíî

âîçìîæíîå ïðè äàííîì �V ïðèðàùåíèå ýíåðãèè:

�E =
m(Vorb +�V )

2

2
�
mV 2

orb

2
= mVorb�V +

m�V 2

2
:

Ýíåðãèÿ (âñïîìíèì, ÷òî îíà îòðèöàòåëüíà) âîçðàñòåò íà �E , à ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå

� óìåíüøèòñÿ. Ïîñêîëüêó a � 1=jEj , ìàêñèìàëüíîé �E ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ

áîëüøàÿ ïîëóîñü a , òî åñòü îðáèòà ¾äîñòàåò¿ äàëüøå îò Ñîëíöà2. Ïðè ïóòåøåñòâèÿõ

2Ýòè ñîîáðàæåíèÿ íå âïîëíå ñòðîãèå. Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ïðè íåêîòîðîé ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòå

ñêîðîñòè çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ ðàññòîÿíèÿ â ïåðèãåëèè ìàêñèìàëüíîå óäàëåíèå îò Ñîëíöà ïîëó÷èòñÿ ïðè

íåñêîëüêî ìåíüøåé ïîëóîñè. Áîëåå àêêóðàòíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå.



6.5. Ðåàêòèâíîå äâèæåíèå. Òðàåêòîðèè êîñìè÷åñêèõ ïîëåòîâ 81

ê âíóòðåííèì ïëàíåòàì íåîáõîäèìî, íàîáîðîò, óìåíüøèòü ïîëóîñü. Ïðè çàäàííîì �V

íàäî óâåëè÷èòü jEj , òî åñòü óìåíüøèòü E . Òîãäà íàäî íàïðàâèòü �V íàçàä ïî

äâèæåíèþ:

�E =
m(Vorb ��V )

2

2
�
mV 2

orb

2
= �mVorb�V +

m�V 2

2
� �mVorb�V ;

òàê êàê îáû÷íî �V � Vorb .

Íà ïîäëåòå ê Þïèòåðó ñêîðîñòü Vf =

p
GM�=RJ �

p
2RJ=(RE +RJ) . Ïåðâûé ìíî-

æèòåëü � ñêîðîñòü Þïèòåðà ïî îðáèòå (� 13 êì/ñ), âòîðîé ðàâåí ïðèìåðíî 0,56. Þïè-

òåð áóäåò äîãîíÿòü ÊÀ ñî ñêîðîñòüþ � 6 êì/ñ. Ýòó ñêîðîñòü ïðè æåëàíèè âûñàäèòüñÿ

ìîæíî ïîãàñèòü îá àòìîñôåðó. À ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñêîðîñòü âñòðå÷è: îáëåòåòü âî-

êðóã äîãîíÿþùåãî Þïèòåðà, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü íå èçìåíèòñÿ. Â ñèñòåìå

æå Ñîëíöà ¾ïèíîê¿ ìîæåò ñîñòàâëÿòü ìàêñèìóì äâîéíóþ îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü (êàê

ïðè óïðóãîì ëîáîâîì óäàðå). ÊÀ áóäåò óæå îáãîíÿòü Þïèòåð íà 6 êì/ñ , ÷åãî õâàòèò

äëÿ âûëåòà èç Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ïîëåò ¾Âîÿäæåðîâ¿ (1979 � ...) êàê ðàç èñïîëüçîâàë

òàêèå ãðàâèòàöèîííûå ìàíåâðû. Ïîäõîäÿùåå ðàñïîëîæåíèå ïëàíåò äëÿ òàêîãî ðåéñà

ïîâòîðÿåòñÿ äîâîëüíî ðåäêî. Óäàëîñü íå òîëüêî ñýêîíîìèòü òîïëèâî, íî è ñîêðàòèòü

âðåìÿ ïîëåòà â íåñêîëüêî ðàç (ïîëåò äî Íåïòóíà ïî êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè çàíèìàåò

30 ëåò).

Åùå èíòåðåñåí ïîëåò íà Ëóíó. Ïîñêîëüêó Ëóíà äàëåêà îò Çåìëè (� R�), íóæíî ñíà-

÷àëà ðàçâèòü ïðàêòè÷åñêè âòîðóþ êîñìè÷åñêóþ ñêîðîñòü, îáû÷íî â äâà ïðèåìà. Ðàêåòà

¾Ñàòóðí-5¿ ñ íà÷àëüíîé ìàññîé 3000 ò âûâîäèò íà íèçêóþ îðáèòó 135 ò. Ýôôåêòèâíàÿ

ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ 8= ln(3000=135) = 2;58 êì/ñ âûøå, ÷åì ó ñîâåòñêèõ ðàêåò, òàê êàê

íà âòîðîé ñòóïåíè èñïîëüçóåòñÿ âîäîðîäíî-êèñëîðîäíîå òîïëèâî. Îñòàåòñÿ äëÿ ðàçãîíà

ê Ëóíå 11-8 = 3 êì/ñ, ïîñëå ðàçãîíà óöåëååò ïðèìåðíî e�3=2;58 � e�1;1 = 1=3 , òî åñòü

45 ò. Âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ó Ëóíû �
p
gR =

p
1=6 � 1=3 � 1=4 çåìíîé, òî åñòü

2,5 êì/ñ. Ñ ó÷åòîì ðàçíîñòè ñêîðîñòåé ÊÀ è Ëóíû ïî îðáèòå áåðåì ïðèìåðíî 3 êì/ñ,

è ïîñëå ïîñàäêè ìàññà óìåíüøàåòñÿ åùå âòðîå (15 ò). Äëÿ ñòàðòà ñ Ëóíû è ïîëåòà ê

Çåìëå íàäî åùå 3 êì/ñ, è äî Çåìëè äîëåòèò 5 ò. Ê ñ÷àñòüþ, íà Çåìëå òîðìîçèòüñÿ ìîæíî

áåñïëàòíî (îá àòìîñôåðó), íî çàòî íóæíà òåïëîçàùèòà. Ïîëíîå ïðèðàùåíèå ñêîðîñòè

ïîëó÷àåòñÿ 11+3+3 = 17 êì/ñ (ïî ñïðàâî÷íèêó � 18), çàìåòíî áîëüøå, ÷åì äëÿ ïîëåòà

(â îäèí êîíåö) ê Þïèòåðó.

Ïðåäïðèÿòèå âûãëÿäèò ðèñêîâàííûì (íåò íèêàêîãî çàïàñà). Çàìåòíûé âûèãðûø

äàëà èäåÿ îòäåëüíîãî ëóííîãî ìîäóëÿ (15 ò íà÷èíàåò ïîñàäêó ñ îðáèòû ñïóòíèêà Ëóíû,

5 ò � âçëåòíàÿ ñòóïåíü � ñòàðòóåò ñ Ëóíû). Îáùàÿ æå ìàññà íà îðáèòå âîêðóã Ëóíû

âêëþ÷àëà åùå îñíîâíîé áëîê (23,3 ò, â òîì ÷èñëå 18,5 ò òîïëèâà + êîìàíäíûé îòñåê 5,6

ò, êîòîðûé ïîòîì ëåòèò ê Çåìëå). Âèäíî õîðîøåå ñîâïàäåíèå îöåíîê ñ ¾ýêñïåðèìåíòîì¿.

Äîïîëíåíèå. Îïòèìàëüíîñòü òðàåêòîðèè Ãîìàíà. Ïóñòü â òî÷êå ñòàðòà ïîïåðå÷íàÿ êîì-

ïîíåíòà ñêîðîñòè v, ðàäèàëüíàÿ u. Íà ôèíèøå åñòü òîëüêî ïîïåðå÷íàÿ w. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ:

v
2

2
+
u
2

2
�

GM

r
=
w
2

2
�

GM

R
; vr = wR :
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Ââåäåì êðóãîâóþ ñêîðîñòü Vc = GM=r è èñêëþ÷èì êîíå÷íóþ ñêîðîñòü w:

v
2

2
�

�
1�

r
2

R2

�
= V

2
c �

�
1�

r

R

�
�

u
2

2
:

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïðèðàùåíèå ñêîðîñòè áîëüøå, ÷åì äëÿ òðàåêòîðèè Ãîìàíà: �v2 �
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2R=(R + r) � 1)2: Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àåì V = v=Vc, U = u=Vc,

x = r=R:
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Â íåðàâåíñòâå U íå òî óìåíüøàåò ëåâóþ ÷àñòü (âõîäèò ïîä êîðíåì ñ ìèíóñîì), íå òî óâåëè÷è-

âàåò, ïðèáàâëÿÿñü â êîíöå. Ïîïðîáóåì èçîëèðîâàòü U . Ðàñêðûâàåì êâàäðàòû ñêîáîê:
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Âîçâîäèì â êâàäðàò:
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Óáèðàåì îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå è ñîêðàùàåì íà U2 è íà 1 � x
2 (ïðåäïîëàãàÿ r < R , x < 1,

òî åñòü çàïóñê íà âíåøíþþ îðáèòó, íàïðèìåð, íà Þïèòåð):
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Ïðè x < 1 ëåâàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíà, è ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðàâàÿ îòðèöàòåëüíà. Ýòèì íå-

ðàâåíñòâî äîêàçàíî äëÿ x < 1. Åñëè æå x > 1 (ïîëåò íà âíóòðåííþþ îðáèòó, íàïðèìåð, íà

Ìåðêóðèé), òî ïðè ñîêðàùåíèè íà 1� x
2 ïîìåíÿåòñÿ çíàê íåðàâåíñòâà, è îïÿòü ïîëó÷èòñÿ èñ-

êîìûé ðåçóëüòàò. Èòàê, ïðè îäíîêðàòíîì èìïóëüñå òÿãè ìèíèìàëüíîå ïðèðàùåíèå ñêîðîñòè

äîñòèãàåòñÿ äëÿ òðàåêòîðèè Ãîìàíà.

Åñëè äîïóñêàåòñÿ íåñêîëüêî âêëþ÷åíèé äâèãàòåëÿ, ìîæíî è åùå ñýêîíîìèòü òîïëèâî.

Íàïðèìåð, õîòèì ïîïàñòü íà Ñîëíöå. Ñíà÷àëà çàïóñêàåì àïïàðàò ñ îðáèòû Çåìëè ïî÷òè íà

áåñêîíå÷íîñòü, äëÿ ÷åãî òðåáóåòñÿ �v � 12 êì/ñ. Â àïîãåëèè ýòîãî î÷åíü äëèííîãî ýëëèïñà

ñêîðîñòü ìàëà, è òàì íóæíî ëèøü ñëåãêà ïðèòîðìîçèòü, ÷òîáû ìîìåíò èìïóëüñà ñòàë íóëåâûì.

Äàëüøå êîðàáëü ñàì óïàäåò íà Ñîëíöå. Âñåãî òðåáóåòñÿ îêîëî 12 êì/ñ, à ïðè ñòàðòå ñ Çåìëè �

òîëüêî òðåòüÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü, ò.å. ãîðàçäî ìåíüøå 30 êì/ñ, íåîáõîäèìûõ íà ïðîñòåéøåé

ãîìàíîâñêîé òðàåêòîðèè. Çàòî è ïóòåøåñòâèå ïðîäîëæàåòñÿ ãîðàçäî äîëüøå.

Ìîæíî ñíà÷àëà äîëåòåòü äî Þïèòåðà (�v = 7;5 êì/ñ âíà÷àëå è 0;56 � 13 = 7;3 êì/ñ íà

îðáèòå Þïèòåðà), âñåãî 14,8 êì/ñ. Âðåìÿ ïîëåòà 2;3 ãîäà òóäà ïëþñ 2;1 ãîäà ïàäåíèÿ ñ îðáèòû

Þïèòåðà ñðàâíèòå ñî âðåìåíåì ïàäåíèÿ ñ çåìíîé îðáèòû (65 ñóòîê). Ïðàêòè÷åñêè äîëãèé ïîëåò

íàêëàäûâàåò ñåðüåçíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîëåçíóþ íàãðóçêó (ïàäàåò íàäåæíîñòü àïïàðàòóðû),

ïî÷åìó è ñòàðàþòñÿ ïðèäåðæèâàòüñÿ êëàññè÷åñêèõ òðàåêòîðèé Ãîìàíà.


